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^ CHAPITRE I 



FORCES CONCOURANTES. — ÉQUILIBRE DU POINT 

MATÉRIEL LIBRE 



1. Des forces concourantes en nombre quelconque admettent une résul- 
tante. Cette résultante qui s'obtient géométriquement au moyen du poly- 
gone des forces, est représentée en grandeur et direction par le segment 
qui joint le point de départ au point d'arrivée. 

On peut aussi la déterminer analytiquement, il suffit pour cela de rap- 
porter l'espace à trois axes rectangulaires (0 œyz) ; le théorème des pro- 
jections donne alors les trois relations 

X=:X,-f-X2H hX„, 

Y = Y, -f-Y2H hY«, 

Z = Zi -h Z2 -f- • • • H- Zn ; 

Xi, Yî, Zi représentant les projections de Fi et X, Z, Y celles de la résul- 
tante R. 

D'ailleurs, si Ton introduit les angles des forces avec les axes, ces for- 
mules s'écrivent encore 

R cos ? = Fi cos ûi -f- • • -h ¥n cos a„, 

R cos -n = Ft cos bi H 4- F„ cos &„, 

R cos Ç = Fi cos Cl -4- ••• -h F„ cos Cn» 

Ces dernières donnent immédiatement 

R« = 2F? -f- 21Fi¥k cos (F^FÀI, 
puis 5, Tj, Ç, c'est-à-dire l'intensité et la direction de la résultante. 
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2 STATIQUE 

Lorsque les forces sont complanes, les formules précédentes se réduisent 
à deux, on les obtient en projetant le polygone des forces sur deux axes 
rectangulaires du plan. 

Plus particulièrement, si les forces sont au nombre de deux, on envisage 
la question sous une autre forme. 

Effectivement, dans ce cas, le polygone des forces se réduit à un triangle 
et les formules de résolution des triangles donnent de plusieurs manières 
les relations qui existent entre les éléments des deux forces et ceux de leur 
résultante. 

On emploie assez souvent le groupe de formules 

Fi _ Fa _ R . 

sin (Fî, R) ■" sin(Ri,Fi) "" sin (Fa, Ft) ' 

R« = F? -h F} 4- 2F,Fa cos (FvTfJ. 

2. Le problème de la décomposition d'une force en plusieurs autres 
concourantes se résout pareillement au moyen des formules données plus 
haut. Dans le cas de la décomposition d'une force en deux autres con- 
courantes, on est encore ramené à la résolution d'un triangle, 

3. Pour que des lorces concourantes constituent un système en équilibre, 
il faut et il suffit que le polygone de ces forces soit fermé, telle est la con- 
dition intrinsèque de l'équilibre ; mais sauf dans le cas de trois forces on 
a rarement recours à ce critérium géométrique. 

On fait plus souvent usage des conditions analytiques 

Xi-hXj-h... -4-X„ = 0, 
Yi-+-Ya-h...-hY;. = 0, 
Z, -t-Za -h... -hZ,» = 0. 

qui expriment que les sommes des projections des forces sur trois axes 
formant un trièdre sont séparément nulles. 

On peut encore remplacer ces relations par celles que fournissent les 
moments pris par rapport à trois axes rectangulaires ; on obtient alors les 

formules 

l(xoYi - yoXi) = 0, 

l.{yaLi - Zo\() = 0, 
S(ZoXi-a?oZi} = ; 

où œoy yo, Zo sont les coordonnées du point de concours des forces. 
En résumé, il y a trois conditions d'équilibre. 
Lorsque les forces sont complanes, ces conditions se réduisent à deux : 

Xi-hXa-l-... -hXn = 0, 
Yi-j-Ya-h ...-+-Yn = 0. 

Autrement : pour que des forces concourantes complanes soient en équi- 
libre, il faut et il suffit que les sommes de leurs moments par rapport à 
deux points du plan non en ligne droite avec leur point de concours soient 
respectivement nulles. 

Enfin, quand il n'y a que trois forces, on emploie avec succès les formules 
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suivantes attribuées à Stévin 

Fi 



sin (Fa, F3) sin (F3, Ft) sin (Fi, F2) 
Fi, Fs -h F2, F3 H- Fa, Fi = 21^ 



4. Un fil extensible est fixé en son extrémité 0. On attache à 
C autre extrémité un poids P ; trouver la position d'équilibre de 
ce poids sachant que le fil oppose une résistance proportionnelle 
a l'allongement. 

Soient l la longueur du fila Tétat naturel, x son allongement 
dans la position d'équilibre du poids P. 

Si nous représentons par k la résistance du lil quand il est 
allongé d'une unité, kx sera la résistance correspondant à 
rallongement x et nous aurons pour l'équilibre 

kx = ?, 

d OU X = -r-' 

k 

La position d'équilibre du poids P est donc située sur la 
verticale de et à une distance de ce point l-hx = ^ -H "t* 

5. Equilibre d'un point attiré par trois points fixes en ligne 

* 

droite avec des intensités égales aux carrés des distances. 

Soient les trois points fixes A, B, G situés en ligne droite dans 
l'ordre des lettres et AB = 6, AG = c, (c > ^). 

Pour qu'un point M attiré vers A, B etG soit en équilibre il 
faut évidemment qu'il appartienne au segment AC. Alors deux 
cas se pressentent. . 

1<> M est situé entre A et B. 

Posons AM = ar, il viendra pour l'équilibre 

x^ = {b-'xY + [c — xf, 
ou bien 

f{x) = ar2 — 2(ô -f- c)x -+- ô^ -h c^ = 0. 

Les deux racines de cette équation sont réelles et positives. 
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Nous avons d'ailleurs 

/•(0) = A« + c«>0, 

f{b) = c{c^ià), 
f{b -4- c) = — 26c < 0. 

Donc pour que la position M entre A et B existe, c'est-à-dire 
pour qu'une racine soit comprise entre et 6, il faut 

f{à) < 0, 
d'où c < 2/>. 

Cette condition étant remplie, il y aura une position d'équilibre 
et une seule située entre A et B. 

2» M est situé entre B et C. 
Dans ce cas, nous avons 

ou bien 

f{x) = .t2 — 2(è — c)ar-4-6« — c* = 0. 

Les racines de cette équation sont réelles et de signe con- 
traire; la racine négative est à rejeter, et pour que la racine 
positive convienne il faut qu'elle soit comprise entre 6 et c, 

c'est-à-dire que l'on ait 

f{à) f{c) < 0, 
d'où 

c> 26. 

En résumé il y a toujours une position d'équilibre qui appar-. 

tient aux segments AB ou BC suivant que c est inférieure 

ou supérieure à 26 ; et cet équilibre est stable, comme on le 

reconnaît aisément . 



6. Décomposer une force F en deux autres concourantes rectan- 
gulaires et dont les intensités soient avec F en progression arith- 
métique. 

La raison de la progression étant r, les composantes qui sont 
d'ailleurs inférieures à F s'écriront 

(1) X = F-r, Y=:F— 2r; 

on aura de plus 

X« + Y* = F, 
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OU bien 



5r« — 6Fr-+-F« = 0. 



Cette équation a pour racines / = F, r' = -u-F. 

/ est à rejeter car elle donne X = 0, il vient donc en 
remplaçant r par r" dans les relations (1) 



X = -^F. 



Y = — F. 
5 



Les directions de ces forces sont données par 

tg (O) = 4- et yTf = 90» — xTf. 

4 
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7. Trouver V angle a de deux forces concourantes P et Q, 

P-hQ 
sachant que leur résultante a pour intensité — - — Discussion, 



La formule 
nous donne 



{Saint'Cyr, 1889.) 
R2 = P2-+-Q2 4-2PQcosa 



— (P -h Q)2 = p2 _j_ Q2 ^ 2PQ COS a, 
« 4: 

2PQ — 3P* — 3Q* 



d'où COS a = 

Pour que a existe il faut 



8PQ 



ou bien 



c'est-à-dire 



(2PQ — 3P« — 3Q2)2 — 6iP*Q2 < 0, 
- 3(P + Q)»(10PQ - 3P^ - 3Q») < 0, 



inégalité qui délimite comme il suit le rapport -r- '■ 
Quand P = Q on obtient 



I 



COS a = — 



a = 120». 
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8. On donne dans un plan trois droites OA, OB, OC issues du 
même point 0. La droite OA est la bissectrice de l'angle BOG 
qui est égal à 120'*. On désigne par F une force donnée et par a, 
un angle donné. On applique suivant OA une force F cos a, 
suivant OB une force F (cos a— ^3 sin a) et suivant OC une 
force égaie à F (cos a 4- v/ 3 sin a) . Trouver la grandeur de la ré- 
sultante de ces trois forces et l'angle qu^elle fait avec. OA. 

{^Bacc. lettres-math , y Marseille 1894.) 

Projetons sur deux axes rectangulaires Oar, Oy, le premier 
étant dirigé suivant OA, nous aurons en appelant X et Y les 
projections de la résultante R : 

F F 

X=FcosaH — jj-(cosa-H-\/Tsina) H-— (cosa — /3sina)=2Fcosa, 

z z 

Y= -^ (cosa-hv/Tsina) ^ (cosa — y/ 3 sina)=3Fsina. 

z . !z 

Il viendra donc 



R = v/X2 -h Y» = v^4-H5sin«a. 
En outre, w étant l'angle de la résultante avec OA, nous aurons 



tg w = "Y = Y ^^ ^* 



fet» 



9. /Tn A sont appliquées des forces AB, AG, AD, AE, AF égales 
respectivement à Sv^ï, 4, 5, 7 ef 2 e< don^ to directions sont défi- 
nies par ACTaB = 45% aOb = 135°, AE^AB = 225% 

aOb = 315°. 

Démontrer que ce système est en équilibre. 

{Saint-Cyr, 1889.) 

Appelons a l'angle d'une force quelconque avec AB nous 
aurons le tableau suivant : 

Forces a cos a sin a 

3v/"2 1 

2 2 



45° 



1 
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5 135° — 



225° — 



fE 


^/2 


2 


2 


v'2 
2 


2 


v/2 


^2 


2 


2 



2 315° 

Nons aurons par suite en projetant sur AB et une perpendi- 
culaire à cette direction, et en appelant R^, Ry les projections de 
la résultante 

sl^ y/Y v^f" i/ï 

Ce qui prouve que les forces constituent un système en équi- 
libre. 

10. La résultante d'un système quelconque de forces concou- 
rantes MAi, MA2, ..., MA„ est dirigée suivant la droite MO qui 
joint leur point de concours au centre des moyennes distances des 
extrémités Ai, Aj, . . ., An et a pour intensité nMO. 

Le théorème est évidemment vrai pour deux forces. Pour le 
généraliser, supposons-le démontré pour les (w — 1) forces 
MAi, . . . , MAn_i ; soit donc MX' leur résultante qui passe par 
le centre X des moyennes distances des points Ai, A2, ..., An_i 
et dlntensité MX' = (n — 1) MX. 

Composons MX' et MAn d'après la règle du parallélogramme, 
nous obtiendrons comme résultante finale MCK qui coupe XA„ 
au point 0. 

Ceci fait, remarquons que les triangles OMX, 0'0A„ sont 
semblables et que leur rapport de similitude est égal à 
A„0' MX' 

T-rr^r- = rrrrr = fl 1, UOUS aUrOUS 

MX MX 

OX 0A„ 



1 n — 1 ' 
donc est le centre des moyennes distances des points 
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Al, Af, . . . , A„. 11 vient en outre 

00' = (n — 1) MO, 

d'où 

MO' = nMO. 

Remarque. — La position d'équilibre d'un point M sollicité 
par des forces MAi, MA2, ..., MA» coïncide avec le centre des 
moyennes distances des points Ai, A2, . . ., A„. 

L'équilibre est d'ailleurs stable. 



H. On partage une circonférence en n parties égales et on 
joint un point quelconque M de son plan aux points de division. 
Déterminer le résultant des segments ainsi obtenus. 

Le centre des moyennes distances des points de division, c'est- 
à-dire des extrémités des forces est le centre de la circonfé- 
rence ; par conséquent comme il y a n forces, leur résultante 
sera dirigée suivant MO et aura pour intensité nMO. 

Le point M sera en équilibre quand il coïncidera avec le 
centre de la circonférence. 



12. Un triangle ABC est rectangle en A, on partage l'hypoté- 
nuse en n parties égales BBi, BiBj, . . ., Bn_iG. Déterminer la 
résultante des forces représentées par les segments AB, ABi, 

1° n = 2A; 4- i. — Il y a 2A; -+- 2 forces, si l'on groupe 
les forces deux à deux, les forces d'un groupe ayant leurs extré- 
mités symétriques par rapport au milieu A' de BG, on voit ai- 
sément que chaque groupe aura sa résultante dirigée suivant AA' 
et d'intensité 2AA' = BG. 

La résultante générale sera donc dirigée suivant la médiane 

M -f* 1 

A A' et aura pour intensité (k h- 1)BG = — - — BG. 

2° n = ik. — Il y a dans ce cas ik-h i forces, l'une 
dirigée suivant AA' d'intensité AA', les 2k autres que l'on 
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pourra associer comme précédemment et dont la résultante 
d'intensité /:BG sera dirigée vers AA^ 
La résultante finale aura donc encore pour direction celle de 

la médiane AA' et pour intensité A:BG + — = — 3— BC. 

Autre solution. — Le centre des moyennes distances des ex- 
trémités B, B15 ...5 B„_i, G est le milieu A^ il y a (n + l) 
forces, dont la résultante passera par A' (iO) et aura pour 

intensité (n4-l)AA' = ^i^BG. 

i3. On donne dans un plan : deux axes rectangulaires Oxy, 
une force OF faisant V angle cp avec Ox et trois directions incli- 
nées sur Ox de a, 2a, 3a ; décomposer la force F en trois au- 
tres concourantes en d'égale intensité et suivant les trois 
directions données. 

En appelant f Tintensité commune des trois composantes et 
proj étant sur les axes, il viendra 

/*(COS a H- COS 2a -+- COS 3a) = F COS ©, 

/■(sin a -H sin 2a -h sin 3a) = F sin 9, 



ou bien 

(1) 



COS 2a(l -i- 2 COS a)/" = F COS 9, 

sin 2a(l -h 2 COS a)/* = F sin o . 

Ge système nous mdntre que a ne peut pas être arbitraire 

et nous donne 

tg 2a = tg cp, 

d'où 2a = cp OU 2a = 11 -f- o ; 

c'est-à-dire que la direction qui fait l'angle 2a avec Ox coïn- 
cide avec OF ou lui est directement opposée ; nous obtenons 
ensuite en élevant les équations (1) et additionnant 

F 

f= ± , 

' l-{-2cOSa 

f étant nécessairement positive on adoptera le signe qui rend 
le second membre positif. 
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Application. — o = 60% F = 12^. 
fhi trouve : 

1* a= 30% /•=6(/3— i). 

^ a = 120% /•=6(/S + l). 



14. Composition des attractions réciproques aux distances 
exercées par n points fixes Ai, A2, ...» A„ sur un point M. 

Posons : MAi = n, MA2 = r,, ..., MA„ = r„. 

A- 
F^ point M est sollicité par les forces d'intensités — 5 

k k 

— 9 . . . , — et dirigées respectivement suivant MAi, MA^, . . . 

Pour composer ces forces, considérons la figure inverse de la 
figure formée par les points fixes, M étant le pôle d'inversion 

et k la puissance; nous obtiendrons les points a,, 03, . . ., a„. 

k 
Ceci fait, en vertu des relations Mat = rrr— ' .. , nous 

MAi 

[courrons considérer le point M comme attiré par les points ai, 
Oj, ..., avec des intensités égales aux distances. 

Ijà résultante des forces données sera donc dirigée suivant 
Mx, et aura pour intensité n.Ma, en appelant a le centre des 
moyennes distances des points a^ 02, 

I>; point M sera en équilibre quand il coïncidera avec a, par 
œnséquent la recherche de la position d'équilibre d'un point 
attiré par des points fixes avec des intensités inverses aux dis- 
tances se résout avec le problème suivant : Trouver un point a 
tel qu'yen le prenant pour pôle d'inversion il coïncide avec le 
centre des moyennes distances des points de la figure transformée. 



15. Equilibre d*un point matériel attiré proportionnellement 
à la masse et à la distance par n points fixes. 

Considérons d'abord le cas le plus simple de deux points 
attractifs. Soient donc les points Ai, Aj de masses mi, ma atti- 
rant le point avec les intensités : 

Fi = km iO Al, Fa = AmaOAs. 
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Prenons les moments par rapport au point B ou la résultante 

Or de ces forces coupe AiAj, 
nous aurons : 

(1) surf. BOFi = surf. BOF„ 
mais 

surf. BOFi OFi , 




Fi A, 



surf. BOAi OAi 
surf. BOF2 __ OF2 _ 
surf. BOA, "" OA2 " " 



/ . I 



ou bien 



donc, en substituant dans (1) il viendra 

nii, surf. BOAi = niz, surf. BOAî, 

mi.BAi = m2.BA2. 

Donc le point B divise AiAa dans le rapport inverse à celui des 
masses. ' 

Calculons maintenant Tintensité Or de la résultante. 

Pour cela prenons les moments par rapporta A2, il viendra 

mtOr = mtÔFi, 
surf. A20r = surf. A2OF1. 



ou bien 

Mais nous avons 
surf. A20r 



Or 



surf. A2OF1 



surf. A2OB OB surf.AaOAi 

donc en remplaçant, nous obtiendrons 

Or 



OFi 
OAi 



= knti. 



d'où 



OB 



surf. A2OB = kmi. surf. A20Ai, 



surf. A2OA1 , ^^ A2A1 



surf. A2OB 
ou bien encore, en vertu de la relation 

A2A1 Ml H- W2 



AsB 



A2B rrii 

Or = Â:.(rni-+-m2).0B. 

On généralise d'ailleurs sans difficulté comme au n^ 10 et on 
voit que les n attractions se composent en une attraction dirigée 
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vers le centre de masses G des points attractifs et d'intensité 
égale à k{mi -hnii-i- + m,) OG. 

Par suite le point attiré sera en équilibre quand on aura 
OG = 0, c'est-à-dire quand il coïncidera avec le centre de 
masses G. 

Solution analytique. — Rapportons l'espace au trièdre trirec- 

langle Oxyz, et soient l3-i,y„z,), ,{x„,y„,s„) les coordonnées 

des points A,, Ag, i A„ ; r,, ),, , r„ leurs distances à 

l'origine. 

Les projections de OFt = km,r, sur les axes sont 



km,r 



km, ri 



- km,x,, 



Ceci posé, appelons X, Y, Z les composantes suivant les axes 
de la résultante des n attractions, nous aurons en appliquant le 
théorème des projections 



X = km,x, -t- AmjX) + -+- km„x„ = k(m, + nij -<- - 

Y = kmiy, -\- km^y^ -\- •+• km„y„ = k{mi -i- »tj -f- ■ 



Z = Aniiî, -t- km,z, -+- •+■ km„z„ = k{m 

ou bien 



SmiXi 






X = ASm,.i, 

Y = ASni,.?, 

Z = ftSm,.-r, 
a, p, y étant les coordonnées du centre de masses G. 

La forme de ces expressions nous montre bien que X, Y, Z 
sont les projections sur les axes d'une force qui est dirigée sui- 
vant OG et quia pour intensité k[m,-i-m,+ ) OG. 

Remarque .— ^i h poinl est repoussé au lieu d'être attiré 
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on trouve des résultats analogues. Il suffit d'ailleurs dans les cal- 
culs précédents de remplacer k par — k. 



16. Equilibre d'un point M attiré par les trois sommets d'un 
triangle ABC avec des intensités égales. 

Pour l'équilibre, le point M doit se trouver à l'intérieur du 
triangle ; en effet dans le cas contraire, les trois forces étant 
dirigées d'un même côté d'une droite ne peuvent s'équilibrer. 
En outre les trois forces étant égales, le polygone des forces est 
un triangle équilatéral ; les forces font donc deux à deux des 
angles de 120°. 

Le point M sera par suite en équilibre quand il verra les trois 
côtés du triangle sous le même angle 120°. 

On le construit facilement, mais pour qu'il existe il faut et il 
suffit que les angles du triangle soient respectivement inférieurs 
à 120°. 



17. D'un point M on abaisse les perpendiculaires MA', MB', MC 
sur les côtés d'un triangle. Trouver la position d'équilibre de ce 
point en le supposant sollicité par trois forces représentées en 
grandeur et direction par les segments MA', MB', MC. 

Quand le point M est extérieur au triangle les trois forces 
sont dirigées d'un même côté d'une droite et par suite ne 
peuvent se faire équilibre. Supposons donc M intérieur au 
triangle. 

Alors les angles des forces sont précisément les suppléments 
des angles du triangle et les formules de Stévin donnent 

MA^_^B^ _ MC 

sin A sin B sin C 

ou bien 

MA' MB' MC 2S 



a b c a^-^ b^-^c^ 

Ces relations définissent la position M par ses distances aux 
côtés du triangle. 
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eut encore le considérer comme le point de concours 
s droites AM, BM, CM lieux des points dont le rapport 
ances aux deux côtés du triangle qui les comprennent est 
«lui des côtés. 
"ois droites sont les symédianes du triangle. 

Uant donné un triangle invariable, quelles forces faul-il 
er : i° suivant les médianes ; 2" suivant tes hauteurs; 
int les bissectrices intérieures, pour (jue ce triangle soit 
vement en équilibre sous l'action de chacun de ces sys- 
•iples de forces ? 

ient AA', BB', CC les médianes du triangle ABC, leur 
: concours et a, p, f les angles BOC, dÏM, ÂOB, qu'elles 
i\ à deux, enfin F, F, F" les forces qui dirigées suivant 
tes se font équilibre, 
aurons 

p Y' _ r _ 

sin a sin p sin y' 

5 triangles OAB, OBC, OCA sont équivalents et on a 

OB.OCsini = pG.OAsinp = OA.OBsinY, 

D 

sin g _ sin p _ * sin 7 ■ 
"ÔÂ~~~ÔB~ ~~ÔC~' 
ndra donc en remplaçant dans (1} ' 

F _ F _ F 
OA ~ OB ~ OC ■ 
tnsités des forces doivent donc être choisies proportion- 
ux médianes du triangle. 

Qservant les mêmes notations, nous obtiendrons encore les 
is (1), mais dans ce cas on a 
a=Tr — A, p = ^— B, 7 = 11 — 0; 

nt 

F _ F _ F 
sin A sin B sin 



I » 
i 
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ou bien 

F F' F' 

a b c 

de sorte que les forces doivent être proportionnelles aux côtés. 
Si le triangle est acutangle elles seront dirigées toutes vers les 
sommets ou toutes en sens opposé ; quand le triangle a un angle 
obtus, il y en aura une seulement qui sera dirigée vers un som- 
met ou en sens opposé. 

3° Si les droites AA', BB', CC sont bissectrices intérieures, on 

obtient 

F F' F*' 



sin a 
B-f-G 



avec a = TT — 



de sorte qu'il vient 



sin p 
F 



sin Y 

A-+-G 



B 



Y = 7C 



2 



F» 



A 



cos 



B 



cos 



19. Déterminer la résultante de trois forces concourantes,, 
connaissant leurs intensités Fi, Fj, Fg et les angles (a, p, y)^ 
(P, Y» °')5 (ï> *5 P) 9^'^^^^* foné^ dvec trois axes rectangulaires Oar, 
Oy, 6z. 

Dans quelles conditions V équilibre existera-t-il? , 

1° Soit R Tintenské de la résultante et $, tj, Ç les angles de sa 
direction avec Ox^Oy^Oz; le théorème des projections nous 
donnera 

iR cos 5 = Fi cos a -f- Fa cos p H- F3 cos Y» 
R cos î) = Fi cos P + Fa cos Y -h F3 cos a, 
R cos Ç = Fi cos Y -4- Fj cos a -+- F3 COS p, 

d'où nous tirons 

(2) R* = Fî 4-Fi + ¥1 4- 2(cos a cos p-hcos p cos y-I-cos y cos a) 

X(FiF2-4-F2F3 + F3F0. 
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(2) nous donne l'intensité R et les relations (1) nous fourni- 
ront ensuite cos ?, cos tj, cos C, c'est-à-dire ?, »), C 

2o Les conditions d'équilibre s'écriront en projetant sur les axes 

!Fi cos a H- F2 cos p 4- F3 cos Y = 0, 
Fi COSp"hF, COSY -hF3COSa = 0, 
F, cos Y -h Fs cos a -f- F3 COS p = 0. 

Additionnons, nous aurons 



d'où 

(3) 



(Fi 4- Fj H- F3)(C0S a -+- cos p -h COS y) = 0, 
cos a -H cos P 4- COS Y = 0, 






puisque Fi,F2 et F3 sont des quantités essentiellement positives. 

r 

Elevons (3) au carré il viendra en vertu de 

COS^ a 4- cos' p 4- cos* Y = 1? 

1 • 

cos a cos P 4- cos P COS Y 4- COS a COS Y = • 

z 
Alors si nous élevons les équations (2) au carré et les addi- 
tionnons, nous obtiendrons 

Y\ 4- F| 4- F§ - F1F2 - F2F3 - F3F1 = 0, 

ou bien 

(F,-F2)2 + (F2-F3)2 4-(F3-F0^ = 0, 

relation qui entraîne 

Fi = Fa = F3. 

Ces conditions jointes à (3) sont nécessaires et suffisantes pour 
l'équilibre ; on voit en effet que les relations (2) sont vérifiées 
dans ces hypothèses. 



20. Trois forces a^ p, y d*égale intensité f sont dirigées sui- 
vant les côtés d'un triangle ABC et dans le sens des segments 
BC, ÂC, ÂB. 

Trouver leur résultante et donner une propriété géométrique 
dont jouissent tous les points de sa droite d'action. 



h. 



w 
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La résultante de p et y est dirigée suivant la bissectrice inté- 
rieure AA', donc la ré- 
^'^*'" sultan te des trois forces 

passe par A'. 

On verrait de même 
en composant a et p, 
puis a et Y qu'elle passe 
par les points G' et B', 
l'un pied de la bissec- 
trice intérieure CC, l'autre pied de la bissectrice extérieure BB'. 
Ces trois points sont donc en ligne droite et la résultante est 
dirigée suivant cette droite. 

Évaluons son intensité, pour cela projetons sur AB et sur une 
perpendiculaire à ce côté, nous aurons en appelant R', R" les 
projections de la résultante, 

R' = (1 -. cos B + cos k)f, 
R" = (sin B 4- sin A)/", 
d'où R2 = R'2 H- R-'î = [3 -4- 2(cos G 4- cos A - cos B)]f^ 

et R = /• v/3 -h 2(cos G-h cos A — cos B). 

Geci posé, pour répondre à la seconde question prenons les 
moments par rapport à un point de la résultante, nous 
aurons en appelant o^, Og, 8c les distances de ce point aux côtés 
du triangle : 

1° est situé sur B'x ou sur Gy, 

2° est situé sur B'A'. 

^C = ^B + ^A 

3° est situé sur A'G'. 

83 = 8^4-8,. 

En changeant convenablement .le sens des forces on obtien- 
drait deux autres droites qui jointes à A'B'G' constituent le lieu 
complet des points dont la distance à l'un des côtés du triangle 
est égale à la somme des distances aux deux autres côtés. 

CARONNET. — PROBL. DE MÉGANIQUE 2 
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24. On donne un quadrilatère solide ABCD et tes forces 

représentées en grandeur et direction par AB, AD, CB, CD. 

Démontrer que leur résultante pa^se par les milieux i et i des 

diagonales et a pour intensité 4IJ. 

(Saint'Cffr.) 

La résultante de AB et AD passe par le milieu I de BD et a 
pour intensité 2AI, transportons son point d'application en I 
elle sera figurée en lA'. Pareillement la résultante de CB et CD 



E 







'-. \ 



^-CiN 



F 



dont le point d'application a été transporté au point 1 de sa 
direction sera représentée par \Çl = 2CL 

Enfin \Ç1 et lA' se composent pour donner la résultante finale 
. dirigée suivant IM et d'intensité 2IM. 

Or les deux triangles AIC et A'IC sont semblables, par consé- 
quent IM qui passe par le milieu M de kÇl coupera AC en. 
son milieu J et nous aurons 

im_a;c;_ 

IJ ■" AG "■ ' 
d'où 2IM = 41 J. 

Remarque, — Prenons les moments par rapport au milieu K 
de la diagonale qui joint les faux sommets du quadrilatère. 



ÉQUILIBRE DU POINT MATÉRIEL LIBRE 19 

Nous avons 

mt ÂB = 2. ABK = ABE, m* ÂD = 2. ADK = ADF, 

m* CD =--2.GDK = -GDE, m* GB = 2.CBK = BCF. 
Il viendra donc 

m* résultante = m* ÂB •+■ m* ÂD -i- mtCD -f- mtCB = ; 
par suite comme la résultante n'est pas nulle, elle passera par le 
point K et nous démontrons ainsi le théorème suivant dû à 
Newton : Dam un quadrilatère complet les milieux des trois dia-^ 
gonales sont en ligne droite (Droite de Newton). 

22. Dans un plan faisant partie d'un solide invariable^ on 
donne deux points k et B et deux forces AP, BQ appliquées 
en ces points. On fait tourner ces forces autour de leurs points 
d" application d'un même angle variable et dans le même sens. 
Démontrer sur cette figure les propriétés suivantes : 

1° V angle des forces V et Q demeure constant ; 

2** Leur point de concours M parcourt le segment capable de 
l'angle (P, Q) décrit sur AB comme corde ; 

3° La résultante tourne du même angle que les forces V et Q; 

4° Cette rotation s'effectue autour d'un point fixe G du cercle 
décrit par le point M ; 

5® Ce point G est tel que les cordes GA et GB sont inver- 
sement proportionnelles aux forces AP et BQ. 

(d'OCAGNE.) . 

i*'et2°. Faisons tourner dans le même sens et d'un même 

angle AP et BQ, nous obtenons les forces AF et BQ'. 

Nous avons 

P^Q'^PÇp^P^^-Q^Ï), 
mais 

^ = qmT, 

donc 

pTQ' = PI^. 

Il suit de là que le lieu du point de concours M de AP et BQ 
est le segment capable de l'angle P, Q décrit sur AB comme 
corde. 



^ 
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3^ et 4° Portons MPi = AP, MQ, = BQ et soit MR la ré- 
sultante de ces deux for- 
ces c'est-à-dire de AP 
et de BQ. . 

Quand le point M dé- 
crit le segment de cir- 
conférence AMB, le pa- 
rallélogramme MPjRQi 
reste égal à lui-même 
(comme ayant un angle constant compris entre deux côtés res- 
pectivement invariables). 

L'angle AMR demeure donc constant, c'est-à-dire que MR 
coupe la circonférence lieu de M en un point fixe G. 
Quand M est venu en M', la résultante a tourné de 

MCM' = MAM' = P^P', c'est-à-dire du même anglequeles forces, 
autour du point G. 

5** Joignons GA, GB ; nous avons dans les triangles MAG et 
MBG, 

TA 



GB 



sin ^R, P) "'" sin (R, Q) 

p étant le rayon de la circonférence lieu de M ; donc 

GA _ sin(R, P) 

GB "" sin (Q, R) ' 
mais si R est la résultante de deux forces concourantes P, Q, on 
a les relations 

P Q R 



sin (R, Q) 


sin (P, R) 


sin (Q, P) 


et il viendra 


CA Q 
CB P 





Remarque. — On généralise sans difficulté et on voit que si 
l'on fait tourner des forces situées dans un même plan, d'un 
même angle et dans le même sens autour de leurs points d'ap- 
plication, leur résultante tourne d'un même angle et dans le 
même sens autour d'un point fixe. 
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23. Étant donné un triangle solide ABC, on applique aux 
milieux des côtés trois forces perpendiculaires à ces côtés ^ pro- 
portionnelles à leurs longueurs et dirigées toutes les trois vers 
l'extérieur ou l'intérieur. 

1** Démontrer que ces forces se font équilibre. 
2° Etendre ce théorème au cas d'un polygone plan quelconque, 
i° Soient les forces Ka, Ko, Kc appliquées aux milieux 
des côtés du triangle, elles concourent au centre du cercle 

circonscrit à ABC. Projetons-les sur* 
AB puis sur une perpendiculaire à 
cette direction, nous obtiendrons 
comme sommes de leurs projections : 

K(a sin B — ô sin A) 
et K(c — a cos B — h cos A). 
Or, en vertu de formules connues, 
cesdeux quantités sontnulles, par con- 
séquent le triangle est en équilibre* 
Plus simplement, considérons un triangle aPy ayant ses côtés 
respectivement perpendiculaires à ceux de ABC, apy et ABC 
seront semblables et si K est le rapport de similitude, apy sera 
précisément le polygone de nos forces. 

Comme ce polygone est fermé, les trois forces se font équi- 
libre. 

2° Soit le polygone ABCDE... et décomposons -le en triangles 
par les diagonales issues de A. 

Au milieu de AC, perpendiculairement à cette diagonale, 
appliquons deux forces égales K.AC, — K.AC et directe- 
ment opposées; les trois forces K.AB, K.BC et K.AC se font 
équilibre ; en faisant la même opération sur la diagonale AD on 
démontrera de même que le triangle ACD est en équilibre, etc« 




>i 



1.— Equilibre d'un point M attire par trois points A,B,C en ligne 

droite inversement à la distance. 

2. — On considère ijn_ hexagone Régulier ABCDEF et les forces 
représentées par ABj AC, AD, AE, AF. Résultante de ces forces. 

3. — Dans un cercle 0, on donne une corde AB fixe et une corde 
AG mobile autour de A. Position de AC pour que la résultante des 
forces AB, AC ait une intensité donnée. 

[Sainl-Cyr.j 

4. — Dans un cercle dont le diamètre AOA' est horizontal, on fait 
mouvoir un couple de cordes verticales et équidistantes BC, B'C. 
Résultante des quatre forces AB, AC, AB', AC'. Montrer qu'elle est 
constante. 

5. — Décomposer une force F en deux autres concourantes 
rectangulaires de somme nV. — Application : n = -p-- 

6. — Trois forces se font équilibre : leurs intensités sont propor- 
tionnelles à ^2, ^3, V il — v/ë. Quels sont les angles que ces 
forces font entre elles deux à deux? 

{Bace, Poitiert.) 

7. — Au centre d'un pentagone n'gulier on applique quatre 
forces représentées par quatre des rayons, aboutissant aux sommets 
et l'on demande de déterminer la résultante de ces forces. 

{Cône, acad., Paris, 1872.) 

8. — Au point d'inter sec tion H des hauteurs d'un triangle ABC, 
on applique les forces HA, HB, HC. Résultante de ces trois forces. 

9. — Le point étant le centre du cercle circonscrit au triangle 
ABC, résultante des forces OA, OB, OC. 
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10. — Position d'équilibre d'un point M, attiré vers les trois 

sommets dun triangle par des forces constantes, mais qui sont 

entre elles dans le même rapport que les côtés opposés aux sommets 

dont elles émanent respectivement. 

(De Saint-Gebmain.) 

11. — Équilibre d'un point M attiré par les sommets du trian- 
gle ABC, 

1° Avec des intensités : a. MA, &.MB, c.MG; 
2° Avec des intensités : a^MA, ô^.MB, c^.MG. 

12. — Décomposer une force en deux autres concourantes, telles 
que leur angle soit de 60o et que leur somme soit maximum. 

(Saint'Cyr, 1889.) 

13. — Au point qui divise en deux parties égales le segment qui 
a pour extrémités les milieux des diagonales d'un quadrilatère 
convexe, on appliqué quatre forces représentées respectivement par 
les segments aboutissant aux sommets. Démontrer que le système 
est en équilibre. 

14. — Trouver la position d'équilibre d'un point matériel attiré 
par les sommets d'un triangle avec des intensités données. 

15. — Six forces Fi, F2, F3, F4, F5, Fe sont appliquées à un même 
point 0. Elles ont même intensité lO^e^ ; les trois premières sont 
dirigées suivant les arêtes du trièdre trirectangle Oœyz, les trois 
autres suivant les bissectrices des faces de ce trièdre. Évaluer les 
éléments de leur résultante. 

16. — On donne trois points A, B, G en ligne droite; le point B 
est placé entre A et G, AB = 10™, BG = 20™. Par B on mène 
une droite BD faisant avec BG un angle de 60°, on abaisse du point 
G une perpendiculaire GD sur BD et l'on joint AD. 

On applique au point D, dans le prolongement de BD une force 
R = lOOO'^ff ; quelles forces P et Q faudra-t-il appliquer suivant DA 
et DG pour faire équilibre à R? 

Si l'angle DBG était quelconque, quel devrait être cet angle pour 
que Q ait la plus petite valeur possible? 

{Bacc, lettres-math,, Marseille, 1895.) 

17. — Décomposer une force F en trois autres concourantes, 
d'égale intensité nF, formant les arêtes d'un trièdre équifacial et 
sachant que l'une de ces composantes est parallèle à un* plan donné. 
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- Étant donné un tëtraùdre, on applique aux centres des 
fiirences circonscrites aux faces des forces proportionnelles 
es de ces faces, perpendiculaires respectivement à ces faces et 
s toutes vers l'extérieur ou toutes vers l'intérieur ; démontrer 
3 forces se font équilibre. 

iraliser ce théorème. 

- Un quadrilatère ABCTI est circonscrit it une circonférence, 
trerà l'aide de la composition des quatre forces AB, AD, CB, CD 

droite de Newton relative à ce quadrilatère passe par le 
de la circonférence. Même question quand on remplace la 
erence par une conique. 

- Étant donné le polygone ABCDEF de 2n côtés circons- 

ine circonférence, démontrer que la résultante des forces : 
;, CD, ED, EF, . . . passe par le centre de la circonférence. 



CHAPITRE II 
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24. La position d'un point dans Tespace dépend de trois paramètres 
variables, ses coordonnées par exemple. 

Ces quantités sont indépendantes, c'est-à-dire susceptibles d'acquérir 
toutes valeurs données à l'avance, et le point est libre; dans le cas contraire 
il est gêné ; en d'autres termes, il est alors soumis à des liaisons qui Tem- 
pêchent d'occuper toute position donnée de l'espace. 

Ces liaisons, qui donnent naissance à des forces nouvelles appelées forces 
de liaison sont de nature variée ; nous nous bornerons à examiner celles 
que Ton rencontre le plus fréquemment. 

10 Le point est assujetti à rester sur une sur face polie. 

La surface exerce sur ce point une réaction normale, et l'on pourra consi- 
dérer le point comme libre après introduction de cette force de liaison. Les 
trois équations d'équilibre définiront la position du point sur la surface et 
donneront l'intensité R de la réaction. Si le point, étant compris entre 
deux feuillets de la surface ne peut l'abandonner, R pourra avoir tel ou tel 
sens sur la normale à la surface, mais s'il se déplace d'un côté seulement, 
R devra nécessairement être dirigée de façon à maintenir l'adhérence. Il 
sera donc indispensable, en présence des résultats, d'examiner si cette con- 
dition est bien remplie. 

20 Le point décrit une courbe polie. 

Comme dans le cas précédent, on introduira la réaction normale de la 
courbe; les équations d'équilibre feront connaître la position du point, 
donneront l'intensité de la réaction et définiront sa direction dans le plan 
normal à la courbe. Mêmes remarques pour le sens de cette réaction. 

30 Le point est attaché à un fil inextensible. 

La force de liaison est la tension T du fil, dirigée suivant le fil, mais 
d'intensité inconnue. 

T devra avoir un sens convenable pour que le fil soit tendu; il faudra 
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donc s'assurer de cette condition dans Tétude de l'équilibre d un point 
soumis à des liaisons de cette nature. 



25, Trois fils élastiques de même matière et de même diamètre 
sont fixés par leurs extrémités aux trois sommets d'un triangle. 
On tend ces fils de manière à réunir les extrémités libres en un 
même nœud. On demande dans quel rapport doivent être les lon- 
gueurs primitives des fils pour que la position d'équilibre du 
nœud soit le centre de gravité du triangle. On suppose que la 
tension est proportionnelle à rallongement par unité de longueur. 

{Concours d'agrégation, 1869.) 

Soit le triangle ABC et 6 son centre de gravité c'est-à-dire 
le point de concours des médianes, posons GA = a', GB = b\ 
GC = c' et appelons «, p, y les longueurs des trois fils à Tétat 
naturel. 

Le fil a s'étant allongé de a! — a, rallongement par unité de 

a' — a 
longueur est et sa tension aura pour expression 

a' — a 
k' l pareillement les tensions des deux fils p, y seront 

k—r-^ et k i. 

Ceci posé, on sait que des forces dirigées suivant les trois 
médianes d'un triangle et qui constituent un système en équi- 
libre sont proportionnelles à ces médianes, nous aurons donc 

aoi b'^ c'y 

ou plus simplement 

j_ L- JL_JL- JL__ JL 

« a' ~ p "" ô' "" Y C ' 
Telles sont les relations demandées. 



26. Stabilité de l'équilibre d'un point assujetti à décrire une 
courbe polie. 
Supposons que les forces extérieures agissant sur M ne 
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dépendent que de la position de ce point sur la courbe, 
nissons cette position parla longueur x de l'arc OM. 
Pour avoir l'équation d'équilibre il suMt d'annuler \z 
des projections des foret 

^ jj — --i^j tangente en M ; en effet, 

/q) mine ainsi la force de 

d'intensité inconnue, car 
tion de la courbe étant normale à celle-ci, a une pr 
langentielle nulle. 

Or, projetons les forces sur la direction de la tangente 
dans le sens MT des arcs croissants, nous aurons 

Î = F, + F,' -!-■■■ =SF, = 0. 

Ceci posé, écartons M très peu de sa position d'éq 
ÏE qui était nulle pour x„, prendra une valeur i; 

Enoutre,il yaurastabilitési i^ et s sont de signescor 
c'est-à-dire quand on aura 



signe que î^ pour x = x^. 

Donc si îi < il y aura stabilité. 

On verrait de même que l'instabilité est caractérif 
îî > ; et qu'il y a équilibre indifférent si îi — 0. 



27. Un point matériel pesant A est attaché à l'exlrémi 
cordon fixé lui-même au point ; une force horizontale 
point en équilibre lorsque l'angle que fait OA avec la ti( 
a la valeur a ; calculer l'intensité de cette force et la 
du fil. 

Soient F la force horizontale et T la tension du ill. 
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La résultante des forces P et F doit être 
dirigée suivant le fil et son intensité sera préci- 
sément celle de la tension. Or nous avons visi- 
blement 

P = AR COS a = T COS a, 

F = ARsina = Tsina; 
P 



Pi..._\IR 



donc T = 



COS a 



et 



F = P tg a. 



28. Equilibre d'un point M pesant placé sur un plan incliné 
poli et attiré par un point fixe A proportionnellement à la 
distance. 

Posons lÏAO = ar, et soit A:MA la force attractive. Proje- 
tons sur la ligne de pente Oy et sur OA ; il viendra, en appe- 
lant R la réaction du plan, 

P sin a — AMA sin a; = 0, 
R H- A;MA COS x — P cos a = 0, 
ou bien 

(1) Psin a — katgx = 0, 

(2) R-f-Aa — Pcosa = 0. 

De (i), nous tirons 

tgar = £sina, 

puis X, 11 n'y a donc qu'une position 
d'équilibre. 
(2) nous donne pour la réaction normale R du plan 

R = P cos a — ka. 

Or, pour que le point adhère au plan, il faut que Ton ait 

R > 0, ou bien 

P cos a — A;a > ; 




d'où 



ka 
cos a > p- 



. ka 



Cette inégalité donne une limite pour a si -^ est inférieur à 
l'unité. 
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Stabilité. — Nous avons trouvé pour la somme des projections 
des forces sur oy 

S= P sin a — kaig X = P sin a — A;OM = 0. 

Déplaçons M de sa position d'équilibre ; pour la position M', 
on aura $ < 0, donc les forces ramèneront le point à sa 
position initiale ; pareillement si M est écarté en M'^ car dans 
ce cas on aura 2 > 0. Il suit de là que Téquilibre est stable. 



29. Un point matériel pesant est placé sur un plan incliné ei 
tenu en équilibre par deux forces égales à la moitié de son poids^ 
l'une horizontale 9 "autre suivant une ligne de plus grande pente y 
toutes deux tendant à faire monter le mobile. Quel est V angle du 
plan avec l'horizon ? 

Nous avons en projetant les trois forces sur la ligne de pente 

P P 

(i) "S" + "ô" cos a — P sin a = 0, 

z z 

a 

OU bien après suppression du facteur cos — s 

cosy— 2sinY =0, 

1, . al 

d'où tg^ = ^ 

et 
(2) a = 2arctgi-.' 

Pour avoir la réaction normale R du plan, projetons les 
forces sur la direction de cette normale, il viendra 

P P 

R= Pcosa-H— ■sina= — (2cosa4- sina), 

z z 

ou bien, en évaluant cos a et sin a en fonction de tg-^s 

z 

R = P. 



30. Positions d'équilibre d'un point matériel M pesant, assu- 




écrire une circonférence située dans un plan vertical et 
>ar l'extrémité A du diamètre horiionlal suivant la 

Â. 

{Saint-Cgr.) 

>son8 pour plus de simplicité le rayon de la circonférence 
leur 1, et projetons sur la tangente HT tracée dans le 
arcs croissants, nousaurons comme équation d'équilibre 

î = 2 sin -5- cos -s P cos X = 0, 

ou bien 

î = sina: — Pcosi = 0, 
d'où tga; = P. 

Si Xt est le plus petit arc positif qui 
a pour tangente P, il y aura deux 
solutions au problème 

Xb et X, = T. + x„. 

ouvera dans le premier quadrant et Mi lui sera diamé- 
at opposé. 

ité. — Nous avons ï^ = cos a; H- P sin i, 
^ = cos Xb -i- P sin x» > 0, 
îi, = cos or, + P sin x, < 0. 

donc une position d'équilibre stable, tandis qu'il y aura 
té dans la position M,. 

)blème peut se résoudre sans calcul, 4I suffit d'exprimer 
diagonale du parallélogramme des deux forces MP et 
« par le centre de la circonférence. 



1 cordon BCD passe dans un anneau C gui est attaché à 
Ité G d'unecorde AC ; sacftanlqae AB est horizontale et 
emier cordon supporte en D un}}oids P, trouver la posi- 
•uilibre. On suppose ; AG = i, AB = c = 26. 

' la tension du cordon AC, celte de BC étant la même 
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en tous ses points, aura pour valeur P (en effet, tout point M 
du fil est en équilibre sous l'action de P et de la tension T). 

Ceci posé, Tanneau étant en équilibre, AC sera bissectrice de 
Tangle BCD = 2x. 

B = 2x— 90° 

et EGA = 180« — x ; 

par suite, en vertu de la relation 



On aura donc 




AC 



AB 



sin B 



sin C 



il viendra, en remplaçant AC et 
AB par ^ et 2^, 

2 cos 2ar -H sin a? = 0, 
ou 4 sin* a: -f- sin X — 2 = 0, 



d'où 



1 ± ^33 

sin X = ^ — 

o 



Or sin x devant être positif, le problème n'admet que la 

solution 

1 -H /33 



sma: = 



8 



Nous obtiendrons maintenant pour la tension T,en projetant sur 

AC • 

T = 2P cos ar, 

ou bien après substitution, 

1 



T = — v/30 — 2n/33.P. 



• "si 



32. Etant donnée une ellipse ou une parabole^ construire les 
positions d'équilibre wun point matériel pesant assujetti à rester 
sur la courbe. 

Soit une ellipse E située dans le plan (n) et M une position 
d'équilibre du poids P. 
M étant en repos sous Teffet de P et de la réaction normale de 
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le poids P aura sa direction située dans le plan nor- 
mal en M à l'ellipse; par suite 
si MT est la tangente, on 
aura 

fi^ = 90'. 
HT sera donc horizontale. 

En résumé on obtiendra les 
positions d'équilibre du point 
en menant à l'ellipse des tan- 
gentes parallèles aux horizon- 
tales du plan (n). Il y aura 
toujours deux solutions. 

cas de la parabole on raisonne pareillement, mais le 

n'admet alors qu'une solution. 

f. — D(Scoraposons le poids P suivanllanormaleauplan 
ction sur le plan ; la première composante étant nor- 
^ourbe n'aura aucun effet, il restera donc la seconde 
;e Pcos a dirigée suivant une ligne de pente. 
é, soit M une position d'équilibre et écartons le point 
I', il reviendra au point de départ si M' est situé au- 
MT, dans le cas contraire il s'en écartera. 11 y aura 
lité pour la position la plus basse et instabilité pour 

cas de ta parabole la position d'équilibre sera stable si 

3 en ce point est située au-dessous de la courbe et ins- 
le cas contraire. 



iltàre d'un point M assujetti à rester sur une parabole, 
■'il est attiré par Vaxe suivant une force représentée 
'tr et direction par ta distance du point à cette droite 
ooint A de i'axe avec une intensité égale à la distance. 

:u de AM' étant N, la résultante des deux forces MA et 

dirigée suivant MN et égale à 2HN. 

e, pour l'équilibre il faudra que MN soit normale 
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à la courbe ; on a d'ailleurs en vertu de la propriété de la sous- 
normale à la parabole M'N = p, 
d'où AM' = 2p et on obtiendra les 
positions d'équilibre M et Mi en portant 
suivant AS, AM' = 2p et en cher- 
chant l'intersection avec la courbe de la 
perpendiculaire à l'axe menée par M^ 

Pression. — Comme nous venons de 

le voir, on a 

R = 2MN. 

Soit SA = a, alors SM.' = a — 2p, 

et l'équation de la parabole y^ — 2pa? = 0, nous donnera 




Donc, il viendra 



MM' =2p(a-2p). 



d'où 



et 



MN =MM' -hp^ = p{2a-'3p), 

MN = s/p{2a — 3^) ; 

R = 2v/p(2a — 3p). 



Pour que l'équilibre soit possible il faut que M' soit à droite 
de S, c'est-à-dire que l'on ait 

a > 2/?. 
D'ailleurs, sous cette condition, R sera bien réelle. 



..-«.ji 



34. Un fil dont les extrémités sont fixées en deux points AetB 
passe à l'intérieur d'un anneau très petit supportant un poids P, 

Trouver la position d'équilibre du système et évaluer la tension 
du fil. 

L'anneau M est soumis à l'action du poids P et des tensions T, 
T du fil dirigées suivant G A et CE. Dans la position d'équilibre 
T = T ; effectivement nous pouvons supposer fixe le point B' 
de MB situé sur l'horizontale AB' et on aura T = T' par raison 

GARONNET. — V^OBL. DE MÉGANIQUE 8 
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E-r* 



de symétrie. Ceci établi, pour qu'il y ait 
p^^^,,^ équilibre il faut que P soit égale et direc- 

A^^.-::^! /_ tement opposée à la résultante des tensions ; 

^ la bissectrice de XmB sera donc verti- 
cale, et cette condition suffit à définir la 
forme du triangle AMB. Pour le construire, 
traçons la verticale Az et prenons son in- 
tersection avec la circonférence de centre B 
et de rayon BM -4- MA = Z, joignons le 
point D le plus bas de cette intersection 
à B, enfin traçons la perpendiculaire à AD 
en son milieu, cette droite coupera BD au 
point M cherché. On voit d'ailleurs aisé- 
ment que cette construction est toujours possible. (*) 
Evaluons la tension T. Projetons les forces sur la verticale 

nous aurons 

2T cos a = P. 

Pour calculer a, appelons v Finclinaison de AB sur la verticale 

et posons AB = c, nous aurons 

c HA MB l 




sin 2a sin(v — a) 
d'où 



sin (t; -h a) sin {v — a) -+- sin {v -h a) 



sm a = -y sm «, 



et 



cos a = — v/Z* 



c* sin* V. 



Il viendra donc finalement 

T = 



P/ 



2v/P — c« sin» V 



35. On donne une circonférence dans un plan vertical ^ et sur 
la verticale du centre^ au-dessus de ce points en dehors du cercle, 
on prend un point G que Von considère comme une poulie très 



[*) Quand le point M se déplace, il décrit une ellipse de foyers A et B et 
le tracé précédent résulte de la construction connue des tangentes à 
l'ellipse parallèles à une direction donnée. 



W 



m* * 
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petite. Sur cette poulie passe un fil AGB, à l'extrémité B est sus- 
pendu un poids Q, en A est fixé un anneau qui supporte un 
poids P et qui est assujetti à glisser sans frottement le long de la 
circonférence . Position d'équUibre du système. — Stabilité, 

(Agrégation^ 1876 ; Bacc. ens. spécial^ Rennes^ 1890.) 
Soit OC = c. 

Pour que le système soit en équilibre, il faut que la somme 
des moments des forces P, et Q dirigée suivant AC par rapport 

au point soit nulle, la résultante de 
ces forces devant être normale au cercle. 
Or, nous avons m* P = P.EA, 

mtQ = — Q.OD; 
mais CA.OD = OC EA = c.EA, 

nous aurons donc 

(1) mtPH-mtQ = EArP— ^qWo, 




d'où 



CA = cl. 



Nous obtiendrons, parsuite,la position 
A d'équilibre en prenant l'intersection 
avec la circonférence de celle qui a pour centre C et pour rayon 

c -p-; on trouve deux positions d'ailleurs symétriques par rap- 
port à la verticale du point 0. 

Pour que le problème soit possible, il faut que le triangle COA 
existe, c'est-à-dire que l'on ait, en appelant a le rayon de la cir- 
conférence 0, 



c + a 



T>»- 






a + ^ — c>0. 



Les extrémités I et H du diamètre vertical sont deux posi- 
tions d'équilibre toujours possibles mais singulières. 

Stabilité. — Supposons que l'on écarte A de sa position d'é- 
quilibre dans le sens ascendant, CA diminue, on a donc pour la 

nouvelle position A' : 

cQ 



EA' P — 



CA'. 



<0, 
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donc m* P < m* Q, 

c'est-à-dire que A continue à s'écarter de sa position d'équilibre; 

il y a donc instabilité. 



EXERCICES 



21. — Un point M de poids P, peut se mouvoir sur une circon- 
férence dont le plan est vertical ; il est de plus soumis à une force 
d'intensité nP répulsive, émanant d'un point A de la circonfé- 
rence. Positions d'équilibre de ce point. 

(Saint'Cyr.) 

22. — Deux forces données F, F' sont respectivement parallèles 
à la base et à la longueur d'un plan incliné dont l'inclinaison i est 
inconnue. 

Elles solliciten^t alternativement un point matériel pesant posé 
sur le plan. On demande quel doit être le poids P de ce point ma- 
tériel pour qu'il reste en repos dans les deux cas et quelle est l'in- 
clinaison du plan. Condition de possibilité. Quel doit être le rapport 

F 

•=5- pour que i = 45®? 

(Bacc. letttres-sc; PariSy nov, d895,) 

23. — Un point M assujetti à décrire une ellipse est attiré par les 
deux foyers. Calculer les intensités de ces attractions pour que 
l'équilibre soit indifférent. 

24. — En un point A est fixée une corde inextensible qui sup- 
porte en C un poids P ; une deuxième corde, fixée en un point B, 
est liée au point C de la première et l'écarté de la direction verti- 
cale. Calculer les tensions des deux cordes CA et CB au moment 
de l'équilibre, et discuter la tension de GB ; pour déterminer les 
positions relatives des points A, B, C on mène la verticale du point 
A et la perpendiculaire BO à cette ligne qui la rencontre en 0, on 
mène par C des parallèles CM et CN, et on se donne OA = a, 

OB = &, CM = a, CN = p. 

(Bacc. es sciences^ Clermont.) 

25. — Un point matériel M de poids P est assujetti à rester sur 
une droite inclinée AB; il est en outre soumis à deux forces hori- 
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zontales MF et MH, toutes deux situées dans le plan vertical qui 
passe par AB; ces deux forces MF et MH sont opposées Tune à 
l'autre et proportionnelles aux distances MA et MB. On donne 
AB = c?, et BAX = a. Trouver la distance MA pour qu'il y ait 
équilibre. L'équilibre est-il stable? Quelle est la pression exercée 
sur AB? 

P MF 

Si on suppose en outre que -r- = -tj-t- = wi, entre quelles li- 
mites a doit-il être compris pour que le problème soit possible? 

{Journal de Vuibert, Paris, Nony, 1895.) 

26. — Positions d'équilibre d'un point pesant assujetti à décrire 
une circonférence verticale et attiré proportionnellement à la dis- 
tance par un point donné du diamètre horizontal. Réaction de la 
circonférence. — Stabilité. 

27. — Déterminer l'inclinaison à donner à un plan incliné pour 
qu'un corps de poids P y soit en équilibre sous l'action de trois 
forces égales au 4/3 de son poids et agissant Tune verticalement, 
l'autre horizontalement et la troisième parallèlement au plan in- 
cliné. 

28. — On donne dans un plan vertical une demi-circonférence 
dont le diamètre MN est horizontal. Un point matériel A de poids 
P assujetti a rester sur cette courbe est attaché à un fil qui passe 
sur une poulie très petite M, retombe verticalement et supporte un 
poids Q. Déterminer la position d'équilibre du point A et calculer 
la réaction de la circonférence. 

29. — Un fil métallique parfaitement rigide et fixe, courbé suivant 
une circonférence dont le plan est vertical, passe à travers un 
anneau très petit M. A cet anneau sont attachés deux fils dont l'un 
supporte un poids Q; l'autre passe par une ouverture pratiquée 
dans le cercle à l'une des extrémités A du diamètre horizontal AOA'; 
il peut glisser sans frottement sur ce point et supporte un poids P. 
1° Calculer l'angle AOM pour l'équilibre; 2° discuter les solutions 
trouvées, 

30. — La boule d'un pendule électrique est sollicitée par un point 
matériel A électrisé et situé sur l'horizontale OA passant par le 
point de suspension du pendule. Déterminer la position d'équi- 
libre. Discussion. 
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36. Composition. — Étant données des forces parallèles en nombre quel- 
conque, de même sens ou non, deux cas se présentent dans la composition 
de ces forces : io la résultante des forces dirigées dans un sens et celle des 
forces dirigées en sens contraire ont même intensité et le système des forces 
parallèles se réduit à un couple; 2° ces résultantes partielles sont inégales, 
on peut alors les composer et le système admet une résultante. L'intensité 
de cette résultante est donnée par 

R = 2F., 
S représentant une somme algébrique. 

Quant au centre C des forces parallèles, en appliquant le théorème des 
moments par rapport aux plans coordonnés on obtient pour ses coordonnées 



(1) <; ^ = 



SFi 
2Fi3/ f 

SFt 
SFjZi 

SFi" 



Ce point C porte aussi le nom de harycentre ou de centre des distances 
proportionnelles des points d'application Ai, Aj, A„ affectés respective- 
ment des coefficients algébriques Fi, Fj, ...., F„. 

Lorsque les forces sont égales et de même sens les formules (1 ) se sim- 
plifient et deviennent : 



yï = 



n 
n 



Y' — * 



n 
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Le centre des forces coïncide alors avec le centre des moyennes distances 
des points d'application. Ses coordonnées sont les moyennes arithmétiques 
des coordonnées de même nom des points d'application des forces données. 

37. Décomposition, — Une force étant donnée, On peut se proposer de la 

décomposer en n forces parallèles et appliquées à des points donnés. 

Pour traiter cette question simplement, rapportons l'espace à trois axes. 

rectangulaires, l'origine étant choisie sur la direction de la force donnée R, 

et soient Ft, Fs ..., F» les composantes appliquées aux points Ai, As, ..., A», 

nous aurons 

SFi=R; 

IFiXi = RÇ, 

SFi^f = Rti, 

SF,2i = RÇ; 

mais le point d'application de R étant quelconque sur sa direction, nous 
aTons 

RjT Ry Rs 

X étant un paramètre Tariable. 11 Tiendra donc 

2:f, = R, 

ITiXi = XR.Rx, 

£F{Zj = XR.Rz. 

Nous avons par suite 4 équations pour les n -+- 1 inconnues: Fi, Fa,..., F„,X; 
par conséquent le problème sera indéterminé pour n > 3. 

Pour n = 3, il admettra en général une solution et une seule; et pour 
n < 3, il sera généralement impossible. 

Nous dégagerons de cette discussion le cas le plus intéressant en disant : 
On peut en général décomposer une force donnée en trois autres parallèles 
appliquées aux sommets d'un triangle et cette décomposition est unique. 

Nous rappellerons enfin ce résultat bien connu et relatif à cet énoncé; 
soit ABC le triangle des points d'application des composantes et la trace 
de R sur ce plan, les trois composantes sont proportionnelles aux aires des 
triangles OBC, OCA, OAB. 

38. Conditions d'équilibre. — Soit r la résultante des forces dirigées dans 
un sens, appliquée au centre A de ces forces et r' la résultante des forces 
dirigées en sens contraire, appliquée en A'.| 

Pour qu'il y ait équilibre il faut que r et r' soient égales et directement 
opposées ; alors deux cas se présentent : 

10 A et A' sont distincts. 

11 faudra que AA' soit parallèle à la direction commune des forces et que 
l'on ait en outre r -+- r' =: 0, c'est-à-dire SF» = 0. 

Les forces sont, sous ces conditions, en équilibre statique^ car si on 
modifie leurs directions, r et r' forment un couple et il n'y a plus équi- 
libre* 
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2» A et A' coïncident. 

Soient x, y^ z les coordonnées de A, x\ y\ z' celles de A' ; Fi, Fj, ... 
les forces ayant pour centre A et f;, Fi, ... celles qui ont pour centre A', 
nous aurons 

SFiari SFiî/i 



X = 



et 



af = 



SFi 

SFjVi 

IfT"' 



y = 



!/' = 



XFi 

sF;y; 

VF' 



Z = 



2' = 



SFiZi 

• 

SFi ' 

2f;z', 



£F' 



Puisque A et A' coïncident ils ont mêmes coordonnées, c'est-à-dire que 
Ton a, en tenant compte des relations 2Fi =: r, 2F', = r', r ^=^ r' : 

ZYiXK - ïF'jO/j = SFifl?» = 0, 

2F,yi - 2:f;î/; r^ -LYiVi = 0, 

SFiZi - SF'2' = SFt^i = 0. 
11 

Les conditions d'équilibre seront donc 

SF,- = ; lùYiXi = 0, ZYtyi = 0, SFfZf = . 

Cet équilibre est dit étatique, car il existe quelle que soit la direction des 
forces. 

Remabque. — La condition unique : SFi = 0, exprime que le système 
se réduit à un couple. 






39. Trois forces parallèles d'intensités^ 1, 4, 7 sont appli- 
quées aux trois points A, B, G situés en ligne droite et tels que 
AB = BC = /; la troisième est de sens contraire aux deux autres. 
Déterminer la position I du centre de ces trois forces. 

Appliquons le théorème des moments par rapport au point A, 

il viendra 

4AB — 7AG = — 2AI, 

ou bien 

4/— 14/ = — 2AI, 

d'oii 

AI = 5/. 

La résultante a pour intensité 2 et est dirigée dans le même 
gens que la composante appliquée au point G, 



40. Par un point pris à l'intérieur d'un parallélogran%me 
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MNPQ on trace des parallèles aux côtés^ et on applique à ses som- 
mets des poids égaux aux surfaces des parallélogrammes partiels 
aboutissant. Trouver le centre de ces forces. 

Soient «i, ^2, 53, ** les surfaces des quatre parallélogrammes 
partiels et par conséquent les poids appliqués aux sommets 
M, N, P, Q. 

Nous avons en particulier 

s^ _ OAMB _ MB 
s, "■ OGNB"" ne' 

donc la résultante Si h- s^ de ces deux forces est appliquée 



0(5*) A 




?{ê^) C 



au point B' tel que MB' = NB; de même le centre des forces 
appliquées aux sommets P et Q sera en D' tel que QD' = PD. 
Le centre de nos quatre forces appartiendra donc à la droite 
B'D' symétrique de BD par rapport au centre du parallélo- 
gramme et pareillement à la symétrique de AG par rapport à ce 
même point ; il coïncidera par suite avec la symétrique du point 
par rapport au centre du parallélogramme. 



41. On considère deux forces parallèles et de grandeurs don- 
nées Fi, F2. Sachant que le point d'application Ai de la première 
est fixe et que celui de la seconde décrit une courbe fixe (C), trou- 
ver le lieu que décrit leur centre B. 

Fi et F2 représentant les intensités des forces et étant affectées 
de signes indiquant leur sens, on aura 

AiB AiA, 



F. 



Fi + Fî 
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d'où 
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AiB __ Fa 

A1A2 ""Fi-hFj* 

Le lieu du centre B est donc une courbe homothétique à (C), le 

Fa 
centre d'homothétie étant Ai et le rapport 



FiH-Fa 

L'horaothétie sera inverse si les deux forces étant de sens con- 
traire la force Fi a la plus grande intensité ; elle sera directe 
dans les autres cas. 



■.^> 






42. Trois poids Pi, Pa, P3 sont appliqués à trois points inconnus 
d'une circonférence. Déterminer ces points de façon que leur ba- 
rycentre coïncide avec le centre de la circonférence. 

Soient Ai, Aa, A3 les positions cherchées, nous aurons 

surf. AaOAj surf. A3OA1 

a; 



Pi 




P2 

surf. AiOAa 



ou 



sin «1 __ sin tta __ sin «3 
Pi Pj P3 

Or, construisons le trian- 
gle AjAgA^ circonscrit à la 
circonférence, les points de 
contact étant Ai, Aa, A3, les relations précédentes s'écriront 

sin A[ _ sin A'g __ sin Ai 

"pr""Tr"""pr' 

Par conséquent ce triangle est semblable à celui qui a pour côtés 
Pi 5 P2J P3; nous construirons donc ce dernier n'importe où dans 
le plan de la ligure et les rayons menés perpendiculairement à 
ses côtés couperont la circonférence en 6 points, parmi lesquels 
il sera facile de choisir Ai, Aa, A3 formant un triangle renfer- 
mant le centre 0. Pour que le problème soit possible il faut et 
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il suffit évidemment que chacun des poids soit inférieur ou au 
plus égal à la somme des deux autres ; effectivement on pourra 
alors construire le triangle auxiliaire ayant pour côtés Pi, Pa^Pa. 



43. Aux sommets d'un hexagone régulier on applique des poids 

exprimés en kilos par les nombres ; 1, 2, 3, 4, 5, 6. Trouver leur 

bary centre, 

[Bacc. es sciences, Bordeaux^ i892.) 

Remplaçons les poids 4, 5 et 6 par 3 + 1, 3-+- 2, 3-t-3 
et composons les poids 1 appliqués aux extrémités d'un même 
diamètre, de même les poids 2 et ensuite les poids 3. 

Nous aurons après ces opérations le poids 12 appliqué au 
centre !de Thexagone et les poids 3 appliqués en C, B et D. 

Le barycentre G appartiendra 
donc au rayon OB et le théorème 
des moments nous donnera en- 
suite, étant le centre des mo- 
ments, 

3.0B + 6.0H = 21.00; 

mais OB = R, OH =-5-, et 

2 

il viendra finalement 

2 

06 = -y R. 

On eût pu d'ailleurs, sans procéder préalablement à une com- 
position partielle des poids, prendre immédiatement les mo- 
ments par rapport au point 0, mais en remarquant d'abord que 
le centre de ces poids est situé sur le diamètre AB. 

44. Le centre du cercle circonscrit à un triangle est le bary- 
centre des centres des cercles inscrit et exinscrits. 

(Laisant.) 

Soit le triangle ABC, supposons que des poids égaux, 1, soient 
appliqués aux centres des cercles inscrit et exinscrits et propo- 
sons-nous de trouver le centre 6 de ces poids. 
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Pour cela, appliquons le théorème des moments par rapport 
au sommet B en supposant les forces de direction perpendicu- 
laire à BC, il viendra, a étant la distance de B à la résultante, 

4a = p — ÔH-pH-p — c — p-h a^ 



d^où 



a 

"2 



Le point G appartient donc à la perpendiculaire menée à BC en 
son milieu ; et plus généralement par symétrie à chacune des 
perpendiculaires aux côtés du triangle en leur milieu. 
G est donc bien le centre du cercle circonscrit au triangle ABC. 






45. Étant donné un cube^ on applique aux sommets d'une face 
les poids 1, 2, 3, 4 e< df ceux de la face opposée les poids 5, 6, 
7,8 de façon que les poids appliqués aux extrémités de chacune 
des diagonales du solide aient pour somme 9. Déterminer, le 
centre de ces poids. 

Rapportons le cube aux trois arêtes Oo?, Oi/, Oz et soient 
x, y, z les coordonnées du barycentre cherché, nous aurons, en 

partant des formules 







/ 


2 


q 




y] 

4 


y 




1 ,'■'■" 


i 

1 • 

y 


8 


6 


7 




X 



X = 



sfT 

11 



2/ = 



2F^ 






2Fi 



a étant l'arête du cube. 



5 



46. Centre de quatre poids appliqués aux sommets d'un té- 
traèdre et proportionnels aux aires des faces opposées. 

Soient a, ^, c, d les aires des faces et V le volume du tétraè* 
dre, Aaj /ib, . . . ses hauteurs. Prenons les moments par rapport 
au plan BCD et désignons par a la distance du barycentre à ce 
plan, il viendra 

/ ah^ = (a H- ô -h c H- rf)a, 



ff-^i T"^. 
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d'où 



ah^ 



a 



a 



ou bien encore 



3V 



a zn 



a 



b-\-c-hd 

La symétrie du second membre nous montre que Ton trou- 
verait la même expression pour p, y, 8; donc le barycentre 
étant équidistant des quatre faces coïncide avec le centre de la 
sphère inscrite au tétraèdre. 

Le rayon de cette sphère est précisément 



3V 



En changeant les signes d'un ou de deux de ces poids, on 
obtiendrait comme barycentres les centres des sphères exinscrites 
et on trouverait en même temps l'expression de leurs rayons. 



47. Étant donné un triangle solide ABC, déterminer les inten- 
sités de trois forces parallèles, appliquées aux sommets et ayant 
pour centre : i° le point de concours des médianes ; 2° le centre 
du cercle inscrit ; 3° le centre du cercle circonscrit, 

1" Soient a, p, y les intensités cherchées et le point de 
concours des médianes, nous savons que l'on a 

a p 



(i) 



__ I 



surf. OBC ~ surf. OGA surf. OAB ' 
mais les triangles OBC, OCA, OAB sont équivalents et il viendra 

Par conséquent, il faut appliquer aux sommets du triangle trois 
forces d'égale intensité. 

2" Conservons les mêmes notations, et soit r le rayon de la 
circonférence inscrite, nous aurons alors 



surf. OBC = -3- ar. 



surf. OCA = 4- br, 

z 



surf. OAB = -^cr. 

2 
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Il Tiendra par suite en remplaçant dans (i) et simplifiant 

a _ p Y 

abc 
Les forces sont donc proportionnelles aux côtés opposés à leurs 
points d'application. Si était le centre d'un cercle exinscrit, 
on trouverait les mêmes intensités, mais Tune des forces serait 
de sens contraire aux deux autres. 

3° Dans ce cas, en appelant R le rayon de la circonférence 
circonscrite, nous obtiendrons 



surf. OBC = -^ R' sin 2A, 

2 



surf. OGA = -^ R2 sin 2B 



1^ 
2 



surf. OAB = -^ R» sin 2G, 

2 ' 



d'où en remplaçant dans (1) 



P 



sin 2A sin 2B sin 2C 
Quand le centre de la circonférence est situé à l'intérieur du 
triangle les trois forces parallèles sont de même sens, dans 
le cas contraire l'une est de sens opposé à celui des deux autres. 



48. Bary centre d'un cadran d'horloge. 

Nousnousproposonsde trouver le centre Bdes poids: 1,2,..., 12 

appliqués aux sommets d'un dodéca- 
gone régulier convexe; pour cela, 
nous rapporterons le cadran aux axes 
rectangulaires Oar, Oy, l'un passant 
par 9 — 3, l'autre par 6 — 12. 

Le barycentre aura alors pour coor- 
données 




X = 



SFiar, 



y = 



SF,y, 



SFi -^ SF, 

Pour calculer les seconds mem- 
bres, nous formerons le tableau suivant où figurent en regard 
des poids les coordonnées de leurs points d'application et nous 
prendrons comme unité de longueur le rayon du cadran. 
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Poids . . 


X 


y 


1. . 


1 

2 


2 


2. . 


2 


1 

2 


3, . 


1 





4. . 


2 


1 

2 


5. . 


1 

2 


2 


6. . 





1 


7. . 


1 

2 


v/3 

2 


8. . 


2 


1 

2 


9. . , 


— 1 





10. . 


v/5- 
2 


1 

2 


11. . . 


1 

2 


^/5■ 
2 


12. . . 





1. 



Il Tiendra alors après simplification et en remarquant que 
SF, = 78, 

2+V5" 



X = 



13 



y = 

De ces formules nous tirons 



13 



tg BOaf = — 



1 



^S 



■^.9 



1 

OB passe donc par 9 heures -3- 



En outre 



:2 



d^où SOÏ'=165% 



OB = x^-hy^ = 



8 + 4/3 
132 



i 48 



" i«B| 



0B= -^\/t+ji. 



L 



49. Barycenlre cTune table d'addition. 
Dans la table d'addition ci-jointe, nous supposons les carrés 
homogènes et de poids représentés par les chiffres qu'ils con- 
tiennent et appliqués à 
ji^ leurs centres. Ces poids 

j étant symétriquement 

I distribués par rapport à 

la diagonale A6, le bary- 
cenlre Jappartienlàcette 
droite. 

J sera donc connu en 
même temps que sa dis- 
tance y au côté AC. 

Pour déterminer y, 

nous appliquerons le 

„ théorème des moments 

C o 

par rapport au plan 
mené par AG perpendiculairement au plan de la ligure. 

Appelons a la longueur du côté des cases et M„, Mi, . . ., M„ 
les moments des poids contenus dans chacune des lignes, nous 
aurons, en posant 

S, = l-h2+...-|-rt; S, = 1'-h2''+... +n', 

M.= -^(2S,+ S,), 



M„ = -3-(2S,-hS.)-h»- 
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Donc la somme des moments de tous les poids s'écrit 

SM, = -^(^ + 1)(2S,+ SO+-^Si(n + 1)^ 

Quant à la somme des poids, elle se calcule aisément en ajou- 
tant les poids contenus dans chacune des lignes, et en remar- 
quant que la somme qui correspond à une ligne surpasse de 
n -4- 1 la somme correspondant à la ligne précédente. 

On obtient finalement n{n ■+■ 1)*. 



Il viendra donc 



y = 'ô- 



2 n(n4-l) 



_ n(n 4-1) . ^ n(n + l)(2w + l) 
mais Si = -^ — -' 5 Sa = -^^ ^ -' 5 

et nous trouvons enfin 

7n + 8 

50. Théorème de Pappus. — Si des mobiles de même masse 

placés aux sommets d^un polygone parient en même temps et 

parcourent respectivement les côtés, en allant dans le même sens 

et avec des vitesses constantes proportionnelles à ces côtés^ leur 

bary centre reste immobile. 

(Nouvelles Annales j 188 i.) 

Soit ABCD. . . le polygone; les vitesses des^ mobiles seront : 

AAB, /:BG, A:GD, .... 

Au bout du temps t, le mobile [m) qui parcourt AB se trouvera 

en M et on aura 

AM = AîAB . t, 

MA AB MB 

La masse m appliquée en M pourra donc se décomposer en deux, 
rûne mkt appliquée en B, Tautre m(l — kt) appliquée en A. 
En raisonnant de même pour chacun des autres mobiles, on 
obtiendra à chacun des sommets du polygone la masse 

m(l — kt) 4- mkt = m, 

CARONNET. — PROBL. DE MÉCANIQUE 4 



50 9TAT1QDB 

Par conséquent à tout iustant le centre des masses des mobiles 
coïncidera avec le centre des moyennes des distances des som- 
mets du polygone. 

Ce théorème avait été énoncé par Pappus dans le cas du 
triangle. Résal en 1881 l'étendit au polygone et le démontra par 
le calcul; l'année suivante M. Laquière en donna la démons- 
tration simple qui précède. 



51. Soit At,Aj,...,A„ un système de points, B son bary- 

centre. A chaque point de ce système on fait correspondre le 
barycentre de tous les autres. Démontrer que la figure formée 
par ces barycenlres est homotkêtique inverse à la figure formée 
par les points donnés. 

(BELLAVmS.) 

Soit B le barycentre des n points et appelons Bi, Bi, . . ., B„ 
les barycen très des systèmes que l'on obtient en faisant alterna- 
tivement abstraction de l'un des points A,, Aj, . . . , A„. 

Considérons par exemple le système : A,, A[, . . . , A„.., qui a 
pour barycentre B„ ; B est le centre de deux poids l'un, 1 appli- 
qué en A„, l'autre, n — 1 appliqué en B„, nous aurons donc 
BA„ BB„ 



Par conséquent la figure (A,,Aj, ..., An) est homothétique in- 
verse à la figure (Bi, B;, .,., B„). Le centre d'homothétie est B 
et le rapport d'homothétie est égal à n — 1. 



52. Thgobème de Leibniz. — Étant donnéun système de forces 
parallèles Fi.Fs,,.., F„ appliquées aux points Ai, Ai, ..., A„; G 
étant leur centre et M un point quelconque les forces dirigées 
suivant les droites MAi, MA,, ..,, MA„ et d'intensités algébri- 
ques MA,.F„ MAs.Fj, ... (F„ F„ ... étant les intensités algé- 
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briques des forces données) ont leur résultante dirigée suivant 
MG et d'intensité algébrique MC(Fi-hFs -f- ...). 

Rapportons l'espace à trois axes rectangulaires Mx, My, M? 
et appliquons le théorème des moments par rapport aux trois 
plans coordonnés ; il viendra, Fi, Fa,, Fg ... étant les intensités 
des forces parallèles, affectées de signes dépendant de leur sens 
et les moments étant pris par rapport au plan Mt/z, 

Fi.projox.MÂi -h Fa.projox.MÂ^-h--- = (Fi4-F,-h •••) projox.MC, 
ou bien 



projox.(Fi.MAi)4-projox.(Fî.MA2)+- • • =projox.[(Fi+F24- • O-MG] . 

Par conséquent le segment (Fi+Fn4-...) MG ayant pour 
projection sur chacun des axes la somme des projections des seg- 
ments Fj.MAi, ... est le segment résultant de ceux-ci. 

Remarque. — Le point M sera en équilibre quand il coïnci- 
dera avec le centre G des forces parallèles. 

Le théorème et cette remarque donnent une autre solution 
du problème suivant : 

Trouver la position d'équilibre d'un point M attiré ou re- 
poussé par des points fixes Ai, A2, ... proportionnellement aux 
distances, 

53. Le centre d'un système de poids égaux aux côtés d'un 
polygone circonscrit à un cercle et appliqués respectivement aux 
points de contact de ces côtés est le centre du cercle, 

(Nouvelles Annales, 1862,] 

Soient le centre du cercle de rayon R, a^b^c^ d, ... les 
longueurs des côtés du polygone et A, B, G, ... les points où ils 
touchent le cercle. 

Gonsidérons les forces dirigées suivant OA, OB, OG, ... et 
d'intensités respectives Ra, Rô, Rc, ... elles se font équilibre ; 
en effet, si Ton fait tourner de 90° autour du point le poly- 
gone donné et que Ton construise le polygone semblable avec 
R comme rapport de similitude, on obtient précisément le po- 
lygone des forces. Ge polygone étant fermé, les forces considé- 
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rées sont en équilibre, et d'après le théorème de Leibniz, est 
le centre des forces parallèles (a), (6), (c), ... appliquées aux 
points A, B, C,... 



L*' 



B> 



54. Théorème des transversales. — Toute transversale déter- 
mine sur les côtés d'un triangle ABC six serments vérifiant la 

relation 

A'B B'C C'A 



A'C B'A GB 



= 1. 



Soit un point m appliqué en A'; on sait qu'on peut le 
décomposer en deux de même signe ou non, p, y appliqués 
respectivement en B et C, on a d'ailleurs 

A'B _ A'C 

Ceci posé, appliquons en A les poids a et — a, le sys- 
tème (?, Y, a, — a) est équivalent à (p, y) ou à w ; et déter- 
minons a par la relation 

^^ p a 

En composant ?, y, a, — a, on obtiendra p -h « appliqué 
en C^ y en C et — a en A ; or le centre de ces forces 
étant A', le centre de — a et y coïncidera avec B', nous 
aurons donc 

— a . y 

Éliminons a, p, y entre (1), (2), (3) nous obtiendrons bien la 
relation de Ménélaùs : 

A^B B'C C'A __ 

A'C * B'A ' C'B "" 

On établirait sans plus de difficulté la réciproque. 



iv .* 



55. Théorème de Céva. — On joint les sommets d'un triangle 
ABC à un point quelconque de son plan^ si A', B', G sont les 



â 



W^f^'i ^: 
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intei'sections de ces droites avec les côtés opposés du triangle^ on 
a la relation 

^^ CB ' A'G ' B'A 

Plaçons un poids w au point et décomposons ce poids en 
trois autres a, p, y (affectés de signe) appliqués aux sommets 
du triangle. On sait que ceci est possible et d'une seule manière. 
Pour cela, décomposons d'abord w en a et ad appliqués en A 
et A', nous aurons 

OA' OA AA' 

(2 = —- ' 

puis décomposons a' en p et y appliqués aux sommets B et Gj 

il viendra 

,^. A'B _ A'C BG 

En décomposant autrement w, nous aurions deux relations 
analogues à (2) et pareillement deux systèmes analogues à (3)^ 
écrivons-les 

OB' OB BB' 



(2y 



et 



(3)' 





P' m 


oc 


OC ce 






Y 


y ^ 


B'C 


B'A AC 


a 


Y ? 


C'A 


CB BA 



Ceci posé, nous déduirons de (3) et (3)' 

_a;b__j_ J;Ç.__^ _Ç^ 

A'G ~ p ' B'A "" Y ' CB 
d'où 



Y 
C'A 



i 

a 



= -1; 



A'C B'A CB 

telle est la relation de Céva, qu'il fallait établir. 
La considération des relations (2) et (2)' nous conduit aussi à 
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une relation géométrique intéressante. Nous avons en effet 
OA' a OB' p OC Y 



AA' ro BB' m 

on a .w = a + p + Y» donc il viendra 

OA' OB' OC 



ce 



= 1. 



m 



AA' ' BB' ' ce 
Réciproquement, si trois points A', B', G appartenant res- 
pectivement aux côtés BG, AC, AB du triangle ABC sont choisis 
de façon que la relation 

g;a A1B b;g__ 

^^ G'B * A'G * B'A "" 

soit vérifiée^ les droites AA', BB', GG' sont concourantes. 
En effet, posons 

eA_ p_ a;b_ Y. 

G'B "" a ' A'G ■" p ' 

(i) nous donnera 

b;g a_ 

B'A" Y ' 

a, ,8, Y étant des quantités comportant un signe. 

Appliquons au sommet du triangle des forces parallèles re- 
présentées en intensité et sens par a, p, y, puis composons ces 
trois forces. 

Le centre de a et p partagera le côté AB dans le rapport 
ft 
— -9 il coïncidera donc avec G', de sorte que le centre de 

a 

a, p, Y appartiendra à GG'; en opérant autrement, on verrait de 
même qu'il est situé sur AA' et BB', donc AA', BB', GG' sont 
concourantes au barycentre de A, B, G affectés des coefficients 

«5 % Y- 



56. Étant donnés n points matériels Ai,A2, ..., An de poids pi, 
P2> .••j^n, si G est leur barycentre et M un point quelconque 
de VespacCy on a la relation 

pi.MAj -f- ^2 . MA , 4- ... -h Pn MA„ 

= pi GAi H- Pi GA* + ... -h pn GAn,-4- (pi -I- p2 -I- ... + Ph) MG. 



Ié.^ 



'Jf,: .-.. 
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Rapportons l'espace à trois axes de coordonnées rectangu- 
laires ayant pour origine le barycentre G; et soient (a?, y, z), 
(xiy T/i, 2i), [xn, i/nj 2n) Ics coordounécs des points M, 

Nous avons 

MÂÎ = (x — xO* -h (j/ — !/i)^ -^ (z — zi)^ = (a:^ + V* + -') 

4- {xî -h yl 4- z?) — 2ara?i — 2î/yi — 2zzi ; 
mais 

a?« + î/2 -I- 2* = MG', arj -+- y; -h z? = GÏÎ ; 

par conséquent il viendra 

MÂi = MG' h- GÂf — 2(a:ari -+- t/t/i + zzj), 
MAj = MG^ -h GAj — 2(a:j:, -^ t/t/j + zzj), 



MA^ = MG* H- GA* — i{xxn + t/y» + zzn). 

Multiplions chacune de ces relations par pi, p2? - "9 Pn et 
additionnons, nous aurons 

IpiMÂj = M6*Spi -h Spi GÂ* — 2a?Spia-i*— 2j/Spiî/i — 2zSpiZi. 

Or, le barycentre G étant Torigine des coordonnées, les trois 
quantités SpjXi, Spij/,, SpiZi sont nulles et il vient fina- 
lement 

SpiMÂi* = MG'Sp, 4- Sp,GÂ;\ 

Corollaire I. — Le lieu géométrique des points M tels que la 

somme SpiMA^, des carrés de leurs distances à n points donnés ^ 
multipliées respectivement par les facteurs pi, /?,, ..., p„ est 
constante^ est une surface sphérique ayant pour centre le bary- 
centre des n points donnés. 



Corollaire II. — Le minimum de Sp^MA a lieu quand on a 
MG = 0, c'est-à-dire quand le point M coïncide avec G. 

É 

57. Décomposer un poids P placé en un point donné en 
quatre poids appliqués respectivement aux sommets d^un tétraèdre 
ABCD. 
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Soient a, p, y, 8 les poids composants (affectés de signe) et 
appliqués aux sommets du tétraèdre. 

Pour calculer ces quantités, nous prendrons les moments par 

rapport à chacune des faces du 
solide; ainsi, si nous désignons 
par 8^, 8b, ^c> ^d les distances de 
aux faces, il viendra en pre- 
nant les moments par rapport au 
plan BGD 

a _ P_ 

'A "~ ^a' 

ou bien encore 
F 




d'où 



8. 



c(r) 



vol. OBGD vol. ABGD ' 

nous obtiendrions des relations analogues en prenant les mo- 
ments par rapport aux autres faces, et en réunissant, il viendra 



a 



p 



•» 




vol. OBGD vol.OAGD vol.OABD vol.OABG vol. ABGD 

Telles sont les formules qui donnent a, p, y, o. On remarquera 
Tanalogie de ce résultat avec celui que Ton trouve, lorsque Ton 
décompose une force en trois autres parallèles appliquées aux 
sommets d'un triangle. 

Remarque. — Réciproquement, si Ton compose a, p, y et 8 
on trouvera le poids F appliqué au barycentre 0. La compo- 
sition de ces forces va nous conduire à un résultat géomé- 
trique intéressant et présentant quelque utilité, au point de vue 
des applications. 

Gomposons a et 8, le centre de ces poids sera situé sur AD en 
un point que nous appellerons (ad), on aura d'ailleurs 

(arf)A _ ____S_^ 
(ad)D ~ "" a ' 

composons maintenant P et y nous aurons le poids P -f- y ap- 



j 
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pliqué en (bc) et défini par 

{bc)B _ Y 
(bc)C ~" p ' 

Le centre des quatre forces appartiendra donc à la droite 
(ad){bc)f ou bien encore aux plans AD{bc) et BG(arf) et en 
procédant autrement pour la composition des forces on obtien- 
dra quatre autres plans qui formeront avec les deux précédents 
un système de six plans concourant au point 0. 
Nous avons d'ailleurs les relations 

iab)B a (bc)G P (cd)D _ Y 

(*)(^ = "f' ^^^(6^ "-7' ^^^(^^""T' 

(^^(d^-"^T' (^)(6rfjD-"""F' (^)(^--"7* 

Eliminons a, p, y» ^ entre (1), (2), (3) et (4), puis entre 
(1), (5), (3) et (6), puis enfin entre (4), (5), (2) et (6) il viendra 

l (ab)B.{bc)C,{cd)Y).{da)k. = {ab)k.{bc)B,{cd)C.{da)l), 

(I) I {ab)B.{bd)D.{cd)C.{ac)A = {ab)Ay.{bd)B.{cd)D,{^c)G, 

( {da)k.{bd)D.{bc)B.{ac)C = {da)l).{bd)B.(bc)C.{ac)k. 

Par conséquent, lorsque six plans passant respectivement par 
les arêtes d'un tétraèdre sont concourants, ils déterminent sur 
les arêtes 12 segments vérifiant les trois relations précédentes. 

Ces relations s'interprètent aisément. Considérons eh effet les 
trois quadrilatères gauches ABGD, ABDC, ADBC qui ont pour 
sommets ceux du tétraèdre. 

Les relations (I) expriment que pour chacun de ces quadri- 
latères, le produit de quatre segments non consécutifs détermi- 
nés sur ses côtés est égal au produit des quatre autres. Réci- 
proquement, si ces relations sont vérifiées, les six plans ADfôc), 

BC(ad), sont concourants. En effet, on peut alors trouver a, 

p, Y, 8 vérifiant (1), (2) . . ., (6) et les six plans précédents con- 
tiennent tous le point 0. 

Les conditions (I) expriment aussi que les trois" droites 
(a6)(cd), (ac){bd), (ad){bc) sont concourantes. Nous allons donner 
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les trois relations que vérifient les segments de ces droites limi- 
tés soit aux arêtes du tétraèdre soit à leur point de concours 0. 
Nous avons 

0{ab) _ 0{cd) __ {ab){cd) 

0{ac) _ 0{bd) __ {ac){àd) * 

Ojad) _ Ojbc) __ {ad){bc) 
P-4-Y"~«-HS"~a-4-p-^Y-l-8' 

r 

Eliminons a, ^, ^ et S, il viendra 

■ 0(cd) , Ojbc) , 0(ac) - 



(aô)(crf) {ad){ba) [ac)[bd) 
0{ad) 0(ab) 0(ac) 



{bc){ad) [ab)[cd) {ac){bd) 
0{cd) 0(ad) 0{bd] 



= 2, 



= 2. 



(a6)(cd) (arf)(ôc) (ac){bd) 

0{ab) , 0(^c) , 0(bd) 

— z. 



(aô)(crf) (ad)(^c) {ac){bd) 

Trois de ces relations seulement sont distinctes ; en effet, si on 
les ajoute membre à membre on trouve une identité. 



EXERCICES 



31. — Aux trois sommets d'un triangle équilatéral sont appliquées 
trois forces parallèles et de même sens, ayant pour intensités 4, 2, 3. 

Résultante de ces forces ? Examiner le cas où la force d'intensité 

3 est de sens contraire aux deux autres. - - 

{Bacc. es sciencesi ClermonL) 

32. — Trouver en quel point, il faut soutenir un hexagonef régu- 
lier horizontal supportant des poids égaux à cinq de ses sommets. 

{Dipl. ens* spétial, Besançon ^ 1880.) 
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33. — Aux trois sommets B, G, D d'un tétraèdre ABGD sont appli- 
quées trois forces P, Q, R. Déterminer la distance du centre de ces 
forces au sommet A. 

34. — Quatre points A, B, C, étant donnés sur une droite, on 
applique aux trois premiers des forces parallèles d'intensités : a?^, 
a?, 1 . Calculer x pour que le centre de ces forces coïncide avec le 
point 0. 

35. — Aux sommets B et G des angles égaux d'un triangle isocèle 
ABG on applique des forces parallèles de même intensité P, et l'on 
demande d'exprimer en fonction de P et de l'angle A, l'intensité 
Q de la force qu'il faut appliquer en A parallèlement aux deux au- 
tres pour que la résultante des trois forces considérées passe par le 
point de concours des hauteurs du triangle. Pour quelle valeur de 

a" a-t-on P = Q ? 

{Boi^. es sciences, Dijon, 1892.) 

36. — A trois sommets d'un parallélogramme on applique trois 
forces F parallèles, égales et de même sens et au quatrième som- 
met une force F parallèle et égale aux premières mais de sens con- 
traire. — Déterminer le centre de ces quatre forces. 

37. — Quels poids faut-il appliquer aux sommets d'un triangle 
pour que leur barycentre appartienne à la droite qui joint le cen- 
tre du cercle inscrit au point de concours des médianes ? 

38. — On divise un parallélépipède en huit parties par des plans 
parallèles aux faces menés par un point intérieur au solide, et on 
applique à chacun des sommets des poids proportionnels aux volu- 
mes des parallélépipèdes aboutissants. Déterminer le centre de ces 
forces. 

39. — Barycentre d'une table de multiplication. 

40. — On donne un parallélogramme ; au centre de la figure est 
appliquée une force F. Décomposer cette force en trois autres pa- 
rallèles égales appliquées l'une en un sommet, les deux autres quel- 
que part sur le périmètre. 



41. — Etant donnés un système de points Ai, A2, ..., A„ 

et un point 0, on applique aux n prcfmiers des poids 

h k k 

7w-» rTT-» ••*' PTT" Trouvcr le centre de ces poids. 

OAi UA2 OAn 
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42. — Aux sommets A, B, C d'un triangle, on applique des poids : 
1, 2, 3, puis 2, 3, 1, puis 3, 1, 2. Soient Gi, Ga, G3 les trois bary- 
centres. 

Démontrer : i° que les triangles ABC et GiGaGs ont le même 
barycentre G ; 2» que les médianes de chacun de ces deux triangles 

sont parallèles aux côtés de l'autre. 

(Laisant.) 

AZ. -r- Quels poids faut-il appliquer aux sommets d'un tétraèdre 
pour que leur centre coïncide avec le centre d'une sphère ex-ins- 
crite au tétraèdre ? 

44. — Trouver le barycentre des poids 1, 2, 3, 4 appliqués respec- 
tivement aux sommets d'un tétraèdre. 
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58. Lies actions de la pesanteur sur chacun des points d'un système solide 
étant dirigées yers le centre de la terre sont sensiblement parallèles. Le 
centre de ces attractions parallèles et de même sens a reçu le nom de centre 
de gravité du système. 

Par conséquent il sera défini comme on sait par les formules 

^PiXi 2pij/i LpiZi 

Spi ^ 2pi Spi 

Pij Pii • . • • étant les poids des points matériels dont l'ensemble constitue le 
solide. 

Le poids du solide est P = Spi. 

Les théorèmes suivants que nous rappelons, simplifient dans certains 
cas la recherche du centre de gravité. 

Lor$qu*un solide (lignr, subface ou volume) a un centre^ un axe, ou un 
plan de symétrie, son centre de gravité coïncide avec ce centre, est situé 
sur Vaxe ou appartient au plan. 

Si une surface plane admet un diamètre, son centre de gravité est situé 
sur ce diamètre. 

Lorsqu'un volume admet un plan diamétral, son centre de gravité apî)ar- 
tient à ce plan. 

Centre de gravité des lignes. 

50. Segment rectiligne. 

Le milieu est son centre de gravité. 

Contour triangulaire. 

Son centre de gravité coïncide avec le centre de la circonférence inscrite 
au triangle qui a pour sommets les milieux des côtés du triangle donné. 
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Contour guadrilal^e ou polygonal. 

G coïncide htcc )e barycentre des milieux des cOtês affectés de c 
cients égaux à leurs longueurs. 
Contour polygonal régulier. 
G est dÉflol sur le rayon de symétrie par 

. - _ apothème x corde 
~ contour 

Arc dt eirconférenet. 

La formule précédente donne en passant A la limite 
.„ _ Rayon X corde _ Rc 

Dans le cas particulier de la denii-circonrÉrence on obtient 



60- Trouver le centrede gravité du périmètre du demi-hexagone 
régulier ABCD et du diamètre AD qui le ferme. 

{Batx. is scieneet. Paru.) 
Soit G le centre de gravité de ce trapèze, g celui du demi- 
hexagone et appelons R le rayon de la circonférence circons- 
crite c'est-à-dire la longueur AB = BG = CD, G et 3 appartien- 
nent au rayon perpendiculaire à BG, 
Nous avons d'ailleurs 

^ _ apoth.x corde _ Rv'5 

* cont. . 3 

Le contour du trapL'ze étant la somme de celui du demi-hexagone 

et du diamètre, il viendra en prenant les moments par rapport 

au centre 

5R.OG = 3R.Oj/, 
d'oii 

OG = ^Og, 
c'est-à-dire 

5 

61 . On construit des carrés sur les trois côlét d'un triangle rec- 
tangle ABC. Trouver le centre de gravité des douze droites de la 
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Soient g^ g\ g" les centres des carrés, en ces points sont 
appliqués respectivement les poids 4a, 4ô, 4c de leurs péri- 
mètres.. Prenons les moments par rapport aux plans perpendi- 
culaires à celui de la figure et pas- 
sant Tun par l'hypoténuse, Tautre 
par la perpendiculaire Oy à ce côté 
en son milieu, il viendra en appelant 
X Qi y les distances du centre de 
gravité à ces deux droites : 
4(a -h 6 + c)a? 

^ j cosB— 4c (— 2^ j cosC, 
mais 



'S 

g: 


M^iy fW / 


B 




C * 



= 46 



ô cos B = c cos C, 



donc 



puis 



ar= 0; 



sin B -f- 4c 



4(a-4- 6 -h c)y = 46 — ^ -- ^ . .,. ^ 

ou bien, en remarquant que 

6 sin B -h c sin G = a 

a(p — a) 



sin C — 2aS 



y = 



"ip 



Le centre de gravité cherché est donc situé sur Oy à la distance 

a{p — a) 



2p 



du milieu de Thypoténuse. 



62. Trouver le centre de gravité de trois circonférences tan- 
gentes extérieurement. 

Soient A, B, G leurs centres et a, 6, c les côtés du triangle 
ABG. On voit aisément que les rayons des circonférences sont 
respectivement égaux à p — a, p — b et p — c; par consé- 
quent nous avons à chercher le barycentre des sommets A,B,G 
affectés des coefficients iTz{p — a)^ 2Tr(p — 6), 27r(p — c) 
ou plus simplement p — a, p — 6, p — c en faisant abs- 
traction du facteur de proportionnalité iiz. 
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Or, les poids partiels p se composent pour donner le poids 
Zp appliqué au point de concours des médianes g de ABC et 
les poids —a, — b, — c admettent pour résultante 
— (a -f- 6 -h c) = — 2p appliquée au centre I du cercle inscrit 
à ABC. Le centre de gravité G des trois circonférences est donc 
situé sur gl et défini par IG = Slg, comme on s'en rend 
compte sans difficulté. 

63. Centre de gravité des arêtes latérales et polygonales d'une 
pyramide régulière. 

Soit la pyramide S.ABG,,. de sommet S, 

Les poids des arêtes polygonales se composent pour donner un 
poids égal au périmètre fp de la base appliqué au centre de 
cette base. 

Décomposons maintenant le poids a de chacune des arêtes 

latérales en deux poids -^ appliqués à ses extrémités. 

Nous aurons au sommet S le poids n -^ et au point un 
poids égal. 
Enrésumé,il nous faut composer lespoids n -^ et îp-h-^— 

appliqués l'un aji sommet, l'autre au centre de la base ; en appe- 
lant G leur centre, nous aurons donc 



c étant le côté de la base, et il vient finalement : 
GO _ a 

SO ~i{a + c)' 

64. Centre de gravité du contour polygonal que l'on obtient 
en considérant un polygone régulier et ôtant un côté. 
Si AB est le côté que l'on enlève, le contour restant admettra 
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pour axe de symétrie le diamètre perpendiculaire à AB et le 
centre de gravité sera défini sur cette droite en appliquant la 
formule 

apoth.x corde 



06 = 



contour 



Or, si n est le nombre de côtés du polygone, R le rayon de la 
circonférence circonscrite, nous avons 

apothème = R cos — , cont. = (n — i) x corde, 

n 

et il viendra 

OG = 7 cos — 

n — 1 n 



Centre de gravité des surfaces. 

65. Aire du triangle. 

Le centre de gravité de Taire d'un triangle est le point de con- 
cours des médianes. 
C'est aussi le centre des moyennes distances de ses sommets. 



66. Aire du quadrilatère. 

Le centre de gravité de Vaire d'un quadrilatère est situé sur la 
droite 01 qui joint le point de concours des diagonales au centre 

des moyennes distances des sommets et est défini sur cette droite 

4 
par la relation OG = -«-01. 

o 

Considérons le quadrilatère ABGD comme la somme des 
deux triangles ABC = 5, ADC = s'. 
Ces deux triangles ayant même base AC, on a 



BO DO ' 

par conséquent en décomposant les poids de chacun de ces 
triangles en trois autres appliqués aux sommets et en négligeant 

CARONNET 5 






■■*5v 



m 



■■■t!> 



;,v,. 




un même facteur de propor- 
tionnalité, on aura 

(BO) appliqué en B, 
(BO+DO) — enAetenC, 
(DO) — en D. 

Introduisons en B le poids 
DO et en D le poids BO, la 
résultante BO + DO de ces 
poids ayant pour centre 0, ilfaudrapourne rienchangerappli- 
quer en même temps à ce point le poids — (BO -+- DO). 

Dans ces conditions, nous aurons à chacun des sommets du 
quadrilatère le même poids (BO + OD) et au point de con- 
cours des diagonales le poids — (BO + OD) ; d'ailleurs, en 
divisant ces cinq forces par BO + OD, nous voyons que le 
centre de gravité du quadrilatère coïncide avec te barycentre des 
sommets et du point d'intersection des diagonales, affectés des 
coe^cients i, i, l, 1 e( — 1, 

La résultante 4 des poids 1 est appliquée au centre 1 des 
moyennes distances des sommets, et finalement en composant 
4 et — 1 on obtient le centre de gravité G situé sur 01 et 
défini par 



OG 



01 



Remarque I. — Par lesrailieux M et N des diagonales menons 
les parallèles MP et NP à ces diago- 
nales. Le centre de gravité du qua- 
drilatère coïncide avec celui du tri- 
angle MNP. Nous devons cette remar- 
que à M. Laisant. 

En effet, le milieu I de MN est 
précisément le centre des moyennes 
distances des sommets et comme nous avons 
4^ 




0G = 



rOÏ' 



-r — 



1^ 
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1^ 



il vient 16 = 401=4^^- 

G est donc bien le centre de gravité du triangle MNP. 

Remarque II. — On trouve les mêmes résultats quand le qua- / 
drilatère a un angle rentrant. 

67. Aire du trapèze de première espèce. 

i^ Le théorème précédent donne par une construction simple 
le centre de gravité. 

2® Le centre de gravité 6 appartient à la droite qui joint le 
milieu M de la grande base B au milieu N de la petite base b 
et est défini sur cette droite par la relation 

GM _ B-h26 
GN ■■ 2B-^^* 

Aire du trapèze de seconde espèce. 

On considère ce trapèze comme la somme de ses deux triangles 
et on obtient avec les notations précédentes 

GM _ W ^ 3&^B -H B« 
GN " 6«4-36B*-h2B»' 

Secteur polygonal régulier. 

G se trouve sur le rayon de symétrie et est donné par 

or — A ^PQ^h-X corde 
3 contour 

Secteur circulaire. 

06 = 4--^. 

O a 

Demi-cercle. 

4R 
OG = -^. 

Segment circulaire à une base. 

«« = !&' 
c étant la corde et S la surface du segment. 
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68. Segment circulaire à deux bases. 

Soient, a et 6 les longueurs des bases AA', BB' du segment, 
g^g'yG les centres de gravité des segments AGA',BCB' et ABB'A', 

nous avons 

segt AGA' = segt BCB' -+- seg* ABBT ; 

par conséquent en prenant les 
moments par rapport à 0, il 
viendra : 

0^. AGA' = 03'.BGB'4-0G.ABB'A', 
mais 

a^ , 6' 

^^ "^ 12.AGA' ' ^^'""12:605^' 
de sorte qu'en substituant nous 
obtiendrons 




0G = 



12.ABB'A' 



ou bien 



0G = 



"l2S" 



S étant la surface du segment considéré. 

69. Surface du tétraèdre. 

Le centre de gravité de la surface d'un tétraèdre coïncide avec 
le centre de la sphère inscrite au tétraèdre qui a pour sommets 
les centres de gravité des faces du tétraèdre donné. 

70. Surface latérale d'une pyramide régulière. 

On trouve sans difficulté que son centre de gravité est situé 
sur^la hauteur et au tiers à partir de la base. 

Même résultat pour la surface latérale du cône droit de révo- 
lution. 



71 . Surface latérale d'un tronc de pyramide régulière. 

Les faces du tronc sont des trapèzes égaux, qui tous ont leur 
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centre de gravité dans un plan parallèle aux bases et dont le 

26-+-B 
rapport de ses distances à celles-ci est ^^ ^ . Par conséquent. 



le centre de gravité du tronc est situé sur sa hauteur et la par- 



tage dans le rapport 



a 



a étant le rapport de similitude 



2a -hl 

linéaire des bases du tronc. 

Même résultat pour le tronc de cône droit de révolution. 



72. Zone sphérique. 

Soient A, A' les traces sur ses bases du diamètre qui leur est 
perpendiculaire. 

Le centre de gravité est situé sur AA' et entre A et A'. 

D'autre part, en composant les poids des éléments superficiels 
symétriques par rapport à AA', on obtient des poids appliqués 
sur AA'. Tout revient donc à chercher le centre de gravité de 
ces poids. D'ailleurs, un segment quelconque de AA' qui est 
alors pesant a son poids proportionnel à la zone dont il est la 
hauteur, c'est-à-dire à la longueur de ce segment. 

Par conséquent, AA' est un segment homogène pesant et son 
centre de gravité est au milieu. 

On trouve aussi une expression simple pour la distance OG du 
centre de gravité au centre de la sphère. 

En effet on a 

OA H- OA' 



0G = 



OA'' — OA' 



OA'' - OA' 
2H 



2 2(0A' — OA) 

H étant la hauteur de la zone. 
D'autre part, r et r' étant les rayons des bases, nous avons 

ÔÂ' = R« - rS 

d'où 

Substituons, il viendra 



OA' = R» — /S 



OA'' — OA* = r2 — r'^ 



0G = 



2ïr""" 2SrH 



lement 

eprésentant les surfaces des cercles bases et celle de 

and B' = Û, on a 0G = ^- 

1 rapprocher cette formule de celle que nous avons 
18 le cas d'un arc de circonférence. 



mires de gravité du contour et de taire d'un polygone 
i une circonférence sont en ligne droite avec le centre 
-.onférence et leurs dislances à ce point sont dans le 

(BiiAsaiNB, Jottrual dt Liauviile, 1843.) 

s le centre de gravité G de l'aire du polygone ; pour 
losons-le en triangles OAB, OBC, .... en joignant ses 
centre de la circonférence inscrite. 
{les ayant même hauteur (le rayon de la circonfé- 

les poids proportionnels aux bases AB, BC, 

Kiuvons décomposer le poids AB du triangle OAB. 

itres, l'un -^ appliqué en 0, l'autre 2 ~-^ appliqué 

e AB. 

. les poids appliqués en auront pour résultant 

\~\- ...), et ceux qui sont appliqués aux milieux 

2 
composeront pour donner le poids —(AB-t-BC-i- ..-) 

I point g qui est précisément le centre de gravité du 

u polygone, 

ons donc finalement en composant ces deux poids 



-(AB + BGh 
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d'où 



Og _ 3 
OG " 2 



74. Etant donné un quadrilatère ABGD, les centres de gravité 
des triangles ABC, BCD, ACD, ADB sont les sommets d'un qua- 
drilatère qui lui est homothétique. 

Soit le quadrilatère ABGD ; joignons les milieux I, J des dia- 
gonales et le centre de gravité G du triangle ABD au som- 
met G; enfin traçons la parallèle JH à lA. 

AG 

Nous aurons JH = -5- = GI. 

Par suite les triangles OIG et 
OHJ sont égaux et don- 
nent : 

or 

OI = OJ, OG = OH = ^. 

En résumé les droites AA', 
BB', GG, DD' qui joignent les sommets du quadrilatère aux 
centres de gravité des triangles BGD5AGD5BAD, ABG concourent 
au milieu de IJ et Ton a en outre 




OG OA' OB' "OD' 



OG 



OA 



OB OD 



3 



A'B'GD' et ABGD sont donc bien homothétiques. 



75. Deux circonférences 0, 0' se coupent. Trouver le centre de 
gravité du segment curviligne commun à ces deux cercles. 

Soient g, g', G les centres de gravité des segments S = AMB, 
S' = AM'B, AMBM', nous aurons en prenant les moments par 
rapporta 

OG(S-+-S') = Og.S-hOg'.S'; 



"« = 118- _ 

(/ étant la distance des centres, 
et il Tiendra 

(1) OG{S + S') =d.S'. 
Nous obtiendrons pareillement 
lant les moments par rapport à C 

0'G(S + S') = rf.S. 

is (1) et (2) nous aurons Jinalement 

OG CG 




elatiOQ nous montre que G est aussi le centre des poids 
i' appliqués respectivement aux centres et 0'. 



La projection orthogonale du centre de gravité d'une sur- 
lane coïncide avec te centre de gravité de sa projection. 

imposons l'aire donnée par des parallèles à kx et Ay en 
•ectangles «,, s,, .... dont les centres de gravité ont pour 
années, par rapport aux axes, xky : xit/i, xiy,, ... ; yki/ 
m rectiligne des deux plans. Soient d'autre part \, >] les 
coordonnées du centre de gravité 
de la surface S et f , ij' celles du 
centre de gravité de sa projection 
rapportée aux axes x\y'. 

Le théorème étant vrai évidem- 
ment pour chacun des rectangles, 
les coordonnées du centre de gra- 
vité de la projection du rectangle 
ïi seront a^i et yicosa; cerec- 
projection a pour aire oi = Si cos a. 



:;:;a:: ^ 
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Ceci posé, le théorème des moments nous donnera 

5S = XiSi -h XfS^ 
i)S = yiSi-^-y^Si 



• • M 



puis 

Ç'S cos a = a^i^i cos a -+- x^s^ COS A 

Tr)'S COS a = j/jSi cos* a -h J/g^s COS* a 

Par conséquent 5 = $' 

et T) cos a = 7)' ; 

î et ri cos a étant les coordonnées de la projection du centre de 
gravité de la surface, la proposition est établie. 



77. Centre de gravité d'une demi-ellipse. 

Soit la portion de Tellipse comprise entre la courbe et le dia- 
mètre dd'; Tellipse peut être considérée comme la projection 
d'un cercle ayant pour diamètre le grand axe, et la demi-ellipse 
considérée sera la projection du demi-cercle précédent de dia- 
mètre Diy. Le centre de gravité G de ce demi-cercle est situé 
sur le rayon OD'' perpendiculaire à DD', par conséquent, la 
projection g de G, c'est-à-dire le centre de gravité de la demi- 
ellipse appartiendra au diamètre Od" conjugué de rfrf'. 
On a d'ailleurs 

0^ _ Od" 

OG "" ÔD^' 

donc 

OG 



Og = Od"' 



OD' 



it y 



mais OG = —7; — > 

et il viendra finalement 



0^ = A od\ 

OTC 

Cas particulier : 1. — rfrf' est le grand axe; le centre de 
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gravité est situé sur le petit axe à une distance du centre 

2. — dd! est le petit axe ; dans ce cas, le cfentre de gravité est 
défini sur le grand axe par 

4a 



0? = 



37: 



78. Etant donné un trapèze^ trouver à son intérieur un point 
tel que ce point soit le centre de gravité de Vaire qui reste 
quand on enlève le triangle qui a pour sommet et pour base 
Vune des bases du trapèze. 

Soient 6 et gf les centres 
de gravité du trapèze MNPQ 
et du triangle OMN. Par hy- 
pothèse étant le centre de 
gravité de Taire MQPNO, diffé- 
^ rence du trapèze et du triangle, 
se trouvera sur la droite Gg. Ce point appartient donc néces- 
sairement au segment IJ joignant les milieux des bases MN 
et PQ. 
En prenant les moments par rapport à I il viendra 

IG.trap. = I^f.triang.-i- IO(trap. — triang.) ; 




mais nous avons 



trap. = 



B-+-B' 



H, 



et en posant 



10 =ar, 



triang. = 



I J = Tw ; 



m 



TP 2B'-t-B 
nous aurons IG = ^rr^rr — =rr m 



T ^ 



3(B'-i-B) ' 
par conséquent en substituant, nous obtiendrons 

^^ Hm = m 4 +[(B + BOH-BAJx 
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OU bien en remarquant que Ton a : 

A - JL 

X m 

et ordonnant : 

(1) f{x) = 2Bx« — 3(B 4- B')mx -h (B h- 2B>2 = 0. 

Remarquant que Ton doit avoir < :r < rw, nous formerons 

m et f{m). 

Or, nous avons 

f{0) = (B -h 2B>2 > 0, 

f{m) = — B' < 0. 

Par conséquent il y a toujours une racine positive inférieure à 
m, et le problème qui est toujours possible n'admet qu'une solu- 
tion. 

Cas particulier [Bacc. es se, et lett.-math. Bastia, 1 894), 

Le trapèze est un parallélogramme. On a alors B' = B, 
w = B. 

En introduisant ces hypothèses particulières dans (1), on 
obtient 

B(3-^) 

Lorsque le trapèze se réduit à un triangle, on a B' = et 

par suite 

m 

mais ce résultat s'obtient directement avec facilité. 

79. Dans un triangle équilatéral en tôle ABC, dont le côté 
est a, on enlève un disque de rayon r dont le centre se trouve 
sur la hauteur AH, à une distance d du centre de gravité du 
triangle. Chercher le centre de gravité de la partie restante. 
Déterminer r de façon que ce centre soit le plus près possible de 
la base BC. Peut-on déterminer r par la condition que ce centre 
de gravité soit symétrique de par rapport à G ? 

{Bacc, Grenoble, 1887.) 



Le triangle étant la somme du cercle et de la partie restante, 
lurons, en appelant y le centre de gravité cherché, 




'a'/T 



iecond membre croit avec r', donc fG sera le plus grand 
lie quand on aura r = 01, puisque 01 est la plus grande 
■ de r, ou bien 

r = AOsin30" = ^-4-- 
b z 

lupposoDS Grf = d, il Tiendra 
4 



V 2« 



r que cette valeur convienne, il faut qu'elle soit inférieure 
ximum de r, c'est-à-dire que l'on ait 



-1 //T ,a/3" il 
S V *" 6 8 ' 



Centre de gravité de la surface totale d'un cône droit de 
lion. 

raison de symétrie ce point appartient à l'axe du cône. 
Tirons dans la circonférence-base un polygone régulier et 
ns ses sommels à celui du cène, nous obtenons ainsi laté- 
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ralement des triangles dont la somme des surfaces a pour limite, 
quand on double indéfiniment les côtés du polygone inscrit, la 
surface latérale du cône. 

Les centres de gravité de ces triangles sont tous situés dans un 
plan parallèle à celui de la base et à une distance de ce dernier 
égale au tiers delà hauteur du cône. 

Nous aurons donc, en passant à la limite, au point g de la 

hauteur tel que Og = -^9 le poids ttR/R* + h^ <le la sur- 

face latérale, puis au centre 0, le poids irR^ de la base. 

Soit G le centre de gravité de la surface totale, et appliquons 
le théorème des moments par rapport au plan de la base, il 
viendra 

arR^/RM=l?-| = (TrRv/RM=l^ + 7cR«)0G, 

d'où 

3(R-+-v/En=T«) 

81. Trouver le centre de gravité de la surface latérale d'une 
pyramide circonscrite à un cône droit de révolution. 

Soit la pyramide S.ABCD... de sommet S. Les faces laté- 
rales SAB. SBC, . . . ont même hauteur ; en effet, d'après le 
théorème des trois perpendiculaires et en vertu de l'hypothèse, 
ces hauteurs sont des obliques qui sont également éloignées de 
la hauteur du cône. 

Les poids de ces faces sont donc proportionnels aux côtés 
AB, BC, • • • 

Décomposons le poids (AB) de la face SAB en deux- autres 

runf— ) appliqué au sommet S, l'autre ( 2 -— J appliqué au 
milieu de AB et faisons la même opération pour les autres faces; 

nous aurons au sommet S le poids ( -0" -*~ T "^ ' ' * ) ®^ ^^ 
centre de gravité du périmètre de la base le poids 



/AB BG \ 
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Par conséquent, le centre de gravité de la surface latérale de 
la pyramide appartient à la droite qui joint le sommet au centre 
de gravité du périmètre de la base et partage cette droite au tiers 
à partir de la base. 

Remarque. — Il suffit de supposer que la hauteur du cône 
tende vers zéro pour retrouver l'un des théorèmes de Bras- 
sine (73). 

Centre de gravité des volumes. 

82. Prisme, 

Le centre de gravité du prisme coïncide avec le centre de gra- 
vité de Taire de la section parallèle aux bases et à égale distance 
de leurs plans ; ou bien encore, avec le milieu de la droite qui 
joint les centres de gravité des bases. 

Même résultat pour le cylindre. 

Dans le cas particulier du prisme triangulaire le centre de gra- 
vité coïncide avec le centre des moyennes distances de ses som- 
mets. 

83. Tétraèdre. 

Le centre de gravité d'un tétraèdre est situé sur la droite qui 
joint un sommet quelconque au centre de gravité de la face 
opposée et au quart de ce segment à partir de la base. 

C'est aussi le centre de gravité de la section du solide par un 
plan parallèle à l'une des faces mené au quart de la distance de 
cette face au sommet opposé. 

Enfin, ce point se confond avec le centre des moyennes dis- 
tances des sommets du tétraèdre. 

84. Pyramide, 

Le centre de gravité d'une pyramide est situé sur la droite qui 
joint le sommet au centre de gravité de la base et au quart de ce 
segment à partir de la base. 



it 



IL 
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Ce point coïncide d'ailleurs avec le centre de gravité de la sec- 
tion de la pyramide par le plan parallèle à sa base mené au 
^uart de la distance de cette base au sommet. 

Même résultat pour le cône, 

85. Tronc de pyramide de première espèce. 

Son centre de gravité qui est situé sur la droite joignant les 
centres de gravité des bases partage ce segment dans le rapport 

3X2 -H 2 4- i ' 
X représentant le rapport de similitude linéaire des bases. 

Tronc de pyramide de seconde espèce. 

Dans ce cas les deux bases sont homothétiques inverses et en 
appelant — X leur rapport d'homothétie on trouve le même 
résultat que précédemment. 

Mêmes résultats pour les deux troncs de cône. 

86. Secteur sphérique. 

Décomposons la zone ABA'B' qui sert de base au secteur en 
quadrilatères curvilignes équivalents par des petits cercles per- 
pendiculaires à PF et équidistants, et par des cercles méridiens 
passant par PF et à égale distance angulaire. 

En joignant les sommets de ces quadrilatères au centre 0, 
nous obtiendrons des pyramides quadrangulaires, et si les paral- 

p lèles d'unepart etles méridiens de 

®rautre sont suffisamment rappro- 
chés, leurs bases pourront être as- 
' similées à des quadrilatères plans 
d'ailleurs équivalents. En d'au- 
tres termes, toutes ces pyramides 
dont l'ensemble constitue le sec- 
teur sphérique sont équivalentes 
et ont par suite même poids. Leurs 
r centres de gravité seront distri- 

bués sur la zone abdh\ homothétique à ABA'B', appartenant 







80 



STATIQUE 



à la sphère de centre et de rayon 

4 

D'autre part, les poids de ces pyramides seront distribués 
d'une façon homogène sur cette zone qui est elle-même décom- 
posée en quadrilatères équivalents par les faces des pyramides 
élémentaires. 

Leur centre coïncidera donc avec le centre de gravité de la 
zone aba'b'. 

Or, soient 6 et ^ les centres de gravité des zones ABA'B' et 

aba'b'j nous avons 

3 



0^ = — OG, 



mais (72) : 



0G = 



R(B — B') 



donc 

3 R(B - B') 

R étant le rayon de la sphère, Z la zone ABA'B', B et B' 

les cercles AB, A'B'. 

Dans le cas particulier du secteur à une base, on a : B' = 

et on obtient 

3 R.B 




OG. vol. seg* = 



87. Segment sphérique à une 
base. 

Soit le segment AMB ; nous 
pouvons le considérer comme la 
différence entre le secteur 0. AMB 
et le cône OAB. Par conséquent 
si G, g^ g' sont les centres de 
gravité du segment, du secteur 
et du cône, il viendra en prenant 
les moments par rapport à 
Og. vol. sect. — Og'. vol. cône: 



L 
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mais 

1 . R 4 Ti*r» rx 3 R. cercle AB 

vol. sect. = -77- zone AMB, Oa = tïtît- ; 

3 ^4 zone AMB ' 

01 3 

vol. cône = -^ cercle AMB, 0^' = — 01 ; 

vol. seg' = V ; 
et, en substituant, nous obtiendrons après réduction 
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0G = 
où Ton a posé B = cercle AB. 



B^ 



47rV 






M 






88. Segment sphérique à deux bases. 

Considérons le segment à deux bases ABA'B' comme la dif- 
férence entre les segments à une base, AMB et A'MB', il vien- 
dra en prenant les moments par rapport à 

OG. vol. seg' ABB'A' = 0^. vol. seg* AMB — 0^' vol. seg* A'MB', 

mais 

B'* 



0^ = 



B^ 

471 seg* AMB 




Oq' = — 

^ 4ir segt A'MB' 

par conséquent si nous posons 

vol. segt ABBT = V, 
nous obtiendrons après substitu- 
tion 

B« — B'« 



0G = 



4irV 



B et B' représentent les surfaces 
des cercles bases AB et A'B'. 

Hémisphère. 

L'hémisphère est un segment 
sphérique à une base; on a de plus 

B = icR% 

de sorte que nous aurons 



V = j7rR3; 



0G=:-3-R. 

o 
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Les centres de gravité de la surface et du volume d'un po- 
circonscril à une tphère sont en ligne droite avec le centre 

4 
pkère et leurs dislances à ce point sont dans le rapport — - 

(BnjkSBiNE, yotirnal de Liouvitle, 1843.) 
le démonstration que dans le cas du polygone circonscrit à 
rconférence (73). 



On coupe un cube par le plan qui passe par Us milieux 
is arêtes aboutusant à un même sommet, et on enlève le 
Ire qui a pour base la section du cube par ce plan ; trouver 
're de gravité de la partie restante, 

posons qu'on enlève du cube le tétraèdre AMNP et pro- 
posons-nous de chercher le 
centre de gravité G du solide 
restant. 

Pour cela, il faut composer 
le poids a' du cube appliqué 
en son centre et les poids 

négatifs — ^ égaux au 
quart du volume du tétraèdre 
et appliqués à chacun de ses 
sommets. 

Le centre de gravité sera le 

: de ces cinq forces parallèles, 

s le déterminerons par le calcul et à cet effet nous rappor- 

le cube à trois axes rectangulaires Oa;, (^, Oi passant par 

intre et parallèles aux arêtes. 

IS avons pour les coordonnées des sommets du tétraèdre 



i "'-■ / 


/ 


i ^ \ 


— 




/ 



(M) 



m y = 0, 
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a 



I '^ 



a 



X = 



a 



(P) <î/ = -T 



z = 0; 



(A) 



a 

y = — 2" 



a 



z = 



\ ' \ '~ 2 

5, T), Ç étant les coordonnées de 6, il viendra par l'application 
des formules connues (36) 

47 ,_3a^ ■ 
'48 " " 2 192' 

47 ^ _ 3a g' 
"•48" ~ 2 192' 



47 

^48 



3a a' 



2 192' 



d'oïl 



^ = 376 ''^ 



" = 376" 



^ = -3-76''^ 



Ç, T), C étant proportionnelles aux coordonnées de A, G se 
trouve sur AA', en outre comme ? > 0, G appartient au seg- 
ment OA'. 
Calculons OG, nous avons 



d'où 



OG = v/? -h T)^ -f- ÇS 



Nous avons adopté cette méthode pour donner une nouvelle 
application de la recherche analytique du centre de forces paral- 
lèles ; la méthode élémentaire conduit aussi rapidement au 
résultat. 



-v; 



I 



91. Centre de gravité d'une sphère dans laquelle on a pratiqué 
une cavité sphérique^ connaissant les rayons des deux sphères et 
la distance de leurs centres. 
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Soient R, R' les rayons des deux sphères, d la distance 00' 

des centres, enfin G le centre de gravité 
de la sphère entaillée. 

Nous aurons, en composant les forcés 
parallèles et de sens contraire appliquées 
en et O' 

GO 00' 




d'où 
G0 = 



4 



R'— R" 



-«(R'-R") 



ll- 



Kv '. 



92. Centre de gravité d'un dé a jouer. — Les faces sont per- 
cées de trous au nombre de iet 6, 2 et 5, 3 e^ 4 par couples de 
faces opposées ; on suppose en outre que ces trous sont placés de 
façon à ne pas déranger le centre de gravité des faces et que 

1 

chaque trou enlève — du volume total. 

P 

{Nouvelles Annales, 1858.) 

Soient a Tarète du cube et a?i, arg, ...,^e les distances du 
centre de gravité cherché aux faces (1), (2), . . . , (6). 

Le dé est la différence du cube et des 21 trous; nous avons 
donc à chercher le centre des forces parallèles, Tune dirigée vers 
la pesanteur appliquée au centre du cube et d'intensité a', les 
autres de sens contraire appliquées respectivement aux centres 



a' 



2a' 



6a^ 



des faces et d'intensités — > 

V P P 

Ceci posé appliquons le théorème des moments par rapport à 
la face (i), il viendra 



d'où 



\ p) 2 p 2 p 



j 
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t 



OU bien encore 



:\ 



Xi = 



a 



%p - 21) 
On trouvera pareillement 

a 

2(jo — 21) 
a 



(p — 21 + 1_6). 



X, = 



x^ = 



x^ = 



Xb = 



Xfi — 



2(p - 21) 

a 
2(P-21) 

a 

2(;) - 21) 

a 

2(p — 21) 



(p — 21H-2-5), 
(p — 214-3-4), 
(p — 21+4 — 3), 
(p-21 + 5-2), 
(P-21-+-6-1). 
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93. Centre de gravité du volume d'un tronc de prisme dont une 
face est rectangulaire et les bases symétriques par rapport à un 
plan de section droite. 

Soit le tronc de prisme ABCDEF ; la face ABGD est un 

rectangle et les bases 
ADE, BCF sont symé- 
triques par rapport au 
plan de la section droite 
MNP. 

Le centre de gravité G 
du volume de ce solide 
se trouvant dans le plan 
de symétrie MNP et dans 



)*^«. 



T 




le plan EFQR qui est diamétral pour les cordes parallèles à Al) 
appartient à leur intersection MH. 

Menons les sections droites EA'D', FB'C et considérons le tronc 
de prisme comme la somme du prisme A'B'G'D'EF et des deux 
pyramides d'ailleurs équivalentes E.AA'DD', F.BB'GC 

Si nous posons AB = a, AD = 6, EF = a' et A = dis- 
tance de EF à la face opposée, nous aurons 



n 
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bl. A'B'tTD'EF = -|- àbh. 

Vol. ADA'Dî: = Vol. BCB'CT = i (« - o")**. 

Vol. ABODEF = i- {2a 4- a')W. 
I part, les ceotres de gravité du prisme et des deux pyra- 
it distants de la face ABCD de -^ et -r-- 
te, si DOus appelons x la distance du point G à cette 
s obtiendrons en appliquant le théorème des moments 
)rt à ce même plan 

., , h I , ... , h „ ,., h 

»'»» . Tj- + Tj- (<. - o')6* . — = a;(2« + a> ^ , 



2(8« + a') - 


» HG 

r-iïiii' 


a + a- 



ans donc finalement 

HM 2(2a + a')" 
relation détermine le point G sur k droite MH qui 
lilieu de EF au centre du rectangle ABCD. 

ntre de gravité du tas DE sable. 

tre de gravité du las de sable ABGDA'B'G'D' appartient 
évidemment à la 
droite OC qui 
joint les centres 
des deux bases. 
Pour déterminer 
ce point G sur 00" 
décomposons leso- 
lide au moyen du 

CD', nous obtenons deux troncs de prisme dont l'une 



r 
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des faces est un rectangle et les deux bases sont symétriques par 
rapport à un plan de section droite. Nous avons 

vol. ABA'B'Giy = b'{ia' -f- a) |-> 

6 

vol. ABCDC'D' = 6(2a + a') -|-, 

vol. ABGDA'B'C'iy = -^ [(2a 4- a')h -h (2a' + a)h']. 

D'autre part les distances des centres de gravité au plan ABCD 

,__, , ^ a-f-a' h a"\- a! 

sont (93) h s-7 ' et -^ 5 ;s 

^ ^ 2 2a' 4- a 2 2a-f-a' 

prenant les moments par rapport à ce plan 

A [(2a 4- a!)b -h (2a' h- a)ô']OG 



il viendra donc en 



= A(2a + a') 
d'où 



a -4- a! h h 

a^a ^^/(2a'-^a)4 



3a' 



a 



6 2a-Ha' 2 



6 2a' -h a 



2 



OG 



__ b[a + a') -+- 6'(3a' -f- a) h_ 
"" 6(2a -h a') 4- ô'(2a' -h a) ' T 

nous aurons de même 

6(3a -f- a') 4- 6'(a' -h a) h 



0'G = 



et finalement 



ô(2a-|-a')-f-A'(2a'-ha) 2 

6(a 4- a') 4- ^^(3a' + a) 

CPG "" b\u 4- a') 4- b(a' 4- a) * 



OG 



Remarque. — Si le tas de sable a la forme d'un tronc de pyra- 
mide, les arêtes AA', BB', . . . sont concourantes et on a 

b b' 
a a' 

La formule précédente devient alors 

OG 3a'« 4- 2aa' 4- a» 



O'G 3a2 4- 2aa' 4- a'^ 



1 
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Théorèmes de Guldin. 



95. Thôorème I. — La surface engendrée par une ligne plane 
effectuant une révolution entière autour d'un axe situé dans son 
plan et ne la traversant pas est égale au produit de la longueur 
de cette ligne par la circonférence que décrit son centre de gravité. 

Théorème II. — Le volume engendré par une aire plane effec- 
tuant une révolution entière autour d*un axe situé dans son plan 
et ne la traversant pas est égal au produit de cette aire par la 
circonférence que décrit son centre de gravité. 

Ces théorèmes donnent les surfaces et les volumes des solides 
de révolution quand on connaît la longueur et Taire de la méri- 
dienne et leurs centres de gravité. 

Inversement ils permettent quelquefois de déterminer le 
centre de gravité d'une ligne ou d'une aire plane. 



96. ACB et A'G'B' sont deux demi-circonférences ayant même 
centre et situées au-dessus d'un même diamètre. 

Trouver le centre de gravité du contour A'ACBB'C et celui de 
la surface qu'il limite. 

Soient G et 6' les centres de gravité du contour et de Taire. 

Ces deux points appartiennent à Taxe 
de symétrie OC. 

Pour calculer OG et OG', faisons 
tourner la figure autour du diamètre 
AB, nous aurons,en posant OA = a, 
OA' = a', et appliquant les théo- 
rèmes de Guidin : 

27:OG[7r(a -*- a') -h 2(a — a')] = 47r(a* -f- a'«), 




d'où 



0G = 



2(a« ^ a'«) 



izia -H a') -H 2(a -- a') 



Puis, 



d'où 
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2itOG' 2 = Y ""^ ~ ^' 



^,^4(a> + aa'H-a'*) 



3it(a + a') 
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97. Surface du tore. 

Soit R le rayon du cercle qui tourne autour d'un axe situé 
dans son plan et ne le traversant pas et d la distance de son 
centre à Taxe. 

La circonférence engendrera dans sa rotation la surface du 
tore et nous aurons en appliquant le premier théorème de 
Guldin 

S = ZTtrf.ïirR, 
ou s = 47r2Rrf. 



98. Volurae du secteur sphérique. 

Soit le secteur circulaire OAB, si nous le faisons tourner au- 
tour du diamètre XY il engendrera le secteur sphérique, et nous 

aurons pour le volume de ce 
solide 

V = 27rOGsine. ^, 

2 

ô a 




mais 



donc 

2 
V =-^7rR2c sin 6, 

ou enfin, en remarquant que 
c sin 6 est la projection H de AB 
sur XY, 

2 



V= yltR^H. 



STATIQUE 

lume de l'anneau sphérique, 

^ent AMB en tournant autour de XY (fig. précé- 
igendre un anneau sphérique ; par conséquent, si V 
olume et S la surface du segment AMB, nous aurons 

V = S.2it03sine; 



Og- 


=-m 


= ïls 


c 


sinO 


= H, 


iendra finalement 






V 


1 


«■H. 



'oluTne de l'eUipsdide de révolution. 
l'ellipseayantpourgrandaxe AA' = 2a et BB' = 26 
tit axe. La demi-ellipse BAB' en tournant autour 
ngendre l'ellipsoïde aplati de révolution, 
uons le second théorème de Guldin, il viendra pour le 
le ce solide 

V = aire BAB' x 2itOG ; 

„,„, irai _„ 4a 



i'6. 



obtient pareillement pour l'ellipsoïde de révolution 
engendré par la révolution de la demi-ellipse ABA' 
a grand axe AA', 

V = 4 r,abK 



olume du tore. 

ons-nous d'évaluer le volume balayé par l'aire d'u 



I 
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cercle de rayon R tournant autour d'un axe situé dans son plan 
et ne le traversant pas. 

Il suffit pour cela d'appliquer le second théorème de Guldin, 
il viendra eflfectivement en appelant d la distance du centre du 
cercle à Taxe 

ou bien V = t^^^^d. 



EXERCICES 



45. — Centre de gravité du périmètre d'un triangle dont les côtés 
sont homogènes mais de poids inversement proportionnels à leurs 
longueurs. 

46. — Centre de gravité du périmètre d'un demi-octogone 
régulier et du diamètre qui le ferme. 

47. — Etant donné un polygone régulier de n côtés, on ôte deux 
côtés adjacents ; trouver le centre de gravité du périmètre restant. 

48. — Centre de gravité des arêtes d'un tétraèdre dont les arêtes 
opposées sont égales. 

49. — Centre de gravité du périmètre d'un triangle et de la 
circonférence inscrite. 

50. — Etant donné l'hexagone régulier ABGDEF et son centre 0, 
trouver le centre de gravité de l'aire OCBAFE. 

51. — En traçant dans un carré les droites qui joignent les 
milieux de deux côtés consécutifs, on forme des triangles égaux ; 
trouver le centre de gravité de l'aire qui reste quand on ôte 1 , 2 ou 
3 de ces triangles. 

52. — On joint le centre d'un parallélogramme à deux sommets 
consécutifs A, B, trouver le centre de gravité de la partie qui reste 
quand on enlève le triangle OAB. 
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53. — Dans un rectangle ABGD, on joint les milieux M, N des 

côtés CD, CB, trouver le centre de gravité de la partie qui reste 

quand on enlève le triangle MGN. 

{Saîni'Cyr 1889.) 

54. — Sur les trois côtés d'un triangle rectangle on construit des 

carrés. Trouver le centre de gravité de l'aire formée par ces trois 

carrés et le triangle. 

{SainUCyr.) 

55. — Un triangle est coupé par une parallèle à la base, et la 
surface du petit triangle est la »»*"*« partie de l'aire totale. Trouver 
le centre de gravité de la partie restante. 

56. — Centre de gravité de la surface totale d'un cube dont une 
des faces est enlevée. 

57. — Trouver le centre de gravité du triangle en le considérant 
comme la somme d'un nombre infiniment croissant de rectangles 
inscrits. 

58. — Même question pour le trapèze. 

59. — Soit I le centre du cercle circonscrit à un triangle ABC ; 
calculer le rayon de la circonférence de centre I qu'il faut découper 
dans le triangle pour que le centre de gravité de la partie restante 
soit le point de concours deâ hauteurs de ABC. 

60. — Centre de gravité de la surface latérale d'un tronc de cône 
de seconde espèce. 

61. — Centre de gravité de la surface totale des deux troncs de 
cône. 

62. — Centre de gravité d'un quart d'ellipse limité à deux demi- 
diamètres conjugués. 

63. — Deux cônes ont même base circulaire ; leurs sommets sont 
situés sur l'axe du cercle. Trouver le centre de gravité du volume 
limité par les deux surfaces coniques. 

64. — Le rayon intérieur d'une coupe hémisphérique est a et son 
épaisseur e. Trouver son centre de gravité. Examiner le cas limite 
où e tend vers zéro, et justifier ce dernier résultat. 



8i ~ So + 2S 

69. — Une plaque rectangulaire plonge dans un liquide et l'un des 
côtés est dans le plan de la surface libre. Déterminer le centre de 
pression. 

70. — Dans un vase cylindrique ou conique on verse un liquide 
de densité connue. Quelle quantité faut-il verser pour que le centre 
de gravité du vase et du liquide soit dans le plan de la surface 
libre ? 



71. — Un corps est limité par une face plane ABGD ayant un 

axe vertical de symétrie BD, par une arête EF également verticale, 

et par la surface courbe qu'engendre une horizontale en s'appuyant 

constamment sur le contour ABGD et sur la droite EF. On 

demande : 1° d'évaluer le volume du corps en le décomposant en 

tranches minces par des plans perpendiculaires à une certaine 

droite fixe ; 2° de déterminer le centre de gravité d'une section 

plane A'B'C'D' parallèle à la face] ABGD, étant donné le centre de 

gravité de cette dernière ; 3° de déterminer le centre de gravité 

général du volume. 

(Conc. acad. Douais 1878.) 
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65. — On donne un cube homogène d'arête a ; par les extrémités 
des arêtes partant d'un même sommet on mène un plan sécant qui 
détache une pyramide triangulaire. Centre de gravité du volume 
restant. 



66. — Dans un cône de révolution d'ouverture 2a on inscrit n 
sphères tangentes entre elles. Le rayon de la sphère la plus 
rapprochée du sommet est r. Centre de gravité du système. 

[fiacc. es se, Besançon.) 

67. — Centre de gravité du volume commun à deux sphères 
sécantes. 



68. — Dans le tronc de pyramide, si So, Si et 2 sont les bases et 
la section faite par un plan parallèle aux bases et équidistant de 
celles-ci, le rapport des distances de son centre de gravité aux bases f; 

est donné par .^ 

So Si -+-22 t; 
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72. — Deux polygones convexes P, P', dont l'un, intérieur à 
l'autre, est circonscrit à une circonférence, ont leurs côtés paral- 
lèles et situés à la môme distance. Trouver le centre de gravité de 
Taire limitée par les contours de ces polygones. Examiner le cas 

•*^ limite où cette aire tend vers zéro et déduire de cet examen la 

j; démonstration du théorème de Brassine. 



M 
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73. — Môme question quand on remplace les polygones par des 
polyèdres et la circonférence par une sphère. 

74. — Dans n rondelles d'égale épaisseur et de rayons propor- 
tionnels à 1, 3, 5, 7, . . ., on découpe des secteurs ayant môme angle 
au centre. On superpose ces secteurs dans leur ordre de grandeur 
et de façon que leurs bords rectilignes soient dans deux plans 
verticaux. Montrer que les distances à l'intersection des deux plans 
des centres de gravité de la pile ainsi formée et du premier secteur 

sont entre elles dans le rapport — r-^ ; — • 



76. — Un cube non homogène repose par sa base sur le plan 

horizontal. La densité, qui est la môme en tous les points d'un 

môme plan horizontal du cube, varie à mesure qu'on s'éloigne 

^' de la base : 1° proportionnellement à la distance de chaque plan 

à cette base ; 2° proportionnellement au carré de cette distance. 
Trouver dans chaque cas, la position du centre de gravité du cube. 

76. — Trouver la surface et le volume engendrés par un hexa- 
gone régulier tournant autour d'un de ses côtés. 

77. — Môme question pour un polygone régulier de n côtés. 
Examiner le cas limite où n devient infini. 



I 78. — Trouver le centre de gravité de la surface et du volume du 

solide engendré par la révolution complète d'un anneau circulaire 
autour d'un axe situé dans son plan et ne le traversant pas. 



79. — Trouver les centres de gravité d'une demi-circonférence 
et du demi-cercle en appliquant les théorèmes de Guldiri. 

80. — Trouver le rapport des volumes engendrés par un parallé- 
logramme tournant successivement autour de deux côtés adjacents. 
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81. — Sur une droite Oo?, on considère n points Oi, O2, . . ., 
les distances OOi, Oi02, . . ., variant comme les termes d'une pro- 
gression géométrique, et Ton décrit d'un même côté de Oo; des 
demi-circonférences sur les segments OOi, O1O2, . . . comme dia- 
mètres. On propose de déterminer le centre de gravité de cette 
série d'arceaux. 



CHAPITRE Y 



FORCES APPLIQUÉES A UN SOLIDE. — ÉQUILIBRE 

DU SOLIDE LIBRE. 



102. Lorsque des forces sont appliquées à un solide, on ne peut pas en 
général trouver une force unique produisant le même effet, en d'autres 
termes elles n'admettent pas de résultante en général. 

Le problème de la réduction montre que de telles forces en nombre 
quelconque peuvent être remplacées par ti'Ois appliquées en trois points non 
en ligne droite arbitrairement choisis dans le solide ou bien encore par deux 
forces R, S, dont le point d'application de l'une est arbitraire. Enfin, comme 
on le voit aisément, le système de ces deux forces peut encore être rem- 
placé par une force et un couple. 

Les conditions d'équilibre d'un système de forces appliquées à un solide 
sont au nombre de six; pour simplifier les calculs on prend trois axes rec- 
tangulaires et on obtient en projetant les forces sur les axes et en prenant 
leurs moments par rapport à ces mêmes droites 

fA = 2X==0, / L = S(î/Z — 2:Y) = 0, 

(1) JB = 2:Y=0, (2) ) M = 2:(2X — a?Z) = 0, 

Les conditions (1; expriment que le polygone des forces est fermé, c'est- 
à-dire que ces forces se réduisent à un couple ; et en vertu des relations (2), 
le bras de levier de ce couple est nul. 

Lorsque les forces sont complanes, les conditions précédentes se rédui- 
sent à trois ; on a en effet, en supposant les forces situées dans le plan xoy 
2X = 0, SY — 0, S(a?Y — î/X) = 0. 

Enfin, quand toutes les forces appliquées au solide sont parallèles, on 
n'obtient encore que trois conditions d'équilibre qui s'écrivent 

C=0, L=0, M = 0, 

après avoir choisi Oz parallèle aux forces. 
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103. Quand on réduit les forces appliquées à un solide à deux, 
R et S, si les forces telles que R passent par un même point 0, 
les forces associées S sont toutes situées dans un plan contenant 
le point ; réciproquement^ si les forces S sont situées dans un 
même plan P, les forces R sont concourantes en un point du 
plan P. 



■'xi 






■m 



En effet, soient les deux systèmes (R, S), (R', S'). Ils sont équi- -^ 

valents comme produisant chacun le même effet que l'ensemble ,'m 

des forces appliquées au solide. Nous aurons donc en prenant 



..■v^ 

m 






les moments par rapport à un axe quelconque 
(1) mt R -t- m' s = m* R' + m' S'. :^ 



1 



■»*- 
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Ceci posé, supposons R et R' concourantes en ; traçons une 
droite quelconque (a) passant par et s'appuyant sur S; en ^.-Ê 

vertu de (1), le moment de S' par rapport à (A) sera nul, par |j| 

conséquent S sera dans un plan avec chacune des droites (A). .M 

Or, pour qu'il en soit ainsi il faut que S' appartienne au plan 'M 

(0, S) car elle ne passe pas par 0, R' et S' n'étant pas concou- 
rantes. Supposons maintenant R et R' parallèles. Par un point 
quelconque de S menons la parallèle (A) à R, (A) et S déter- 
minent un plan P, puisque S n'est pas parallèle à R; comme 
précédemment, le moment de S' par rapport à (A) sera nul, 
par suite comme la force S' n'est pas parallèle à R', elle 
rencontrera toutes les droites telles que (A) et appartiendra par 
suite au plan P. Ce plan est d'ailleurs parallèle à la direction 
commune des forces R. 

Réciproque. — Soient les forces S, S' situées dans le plan P, 
et la trace de R sur ce plan. Traçons dans le plan P une droite 
quelconque (A) passant par 0, le moment de R' par rapport à 
chaque droite (^A) est nul ; par conséquent, puisque R' n'est pas 
située dans le plan P elle passe forcément par le point 0. 

Enfin si R était parallèle au plan P, en prenant les moments 
par rapport à une parallèle quelconque (A) à R située dans P 
on verrait que R' est parallèle à R. 

CARONNET. — PROBL. DE MÉCANIQUE 7 



8TATIQLE 

ces en nombre quelconque appliquées à un solide 
un même plan peuvent toujours se réduire à trois 

I les côtés d'un triangle donné. 

dans un plan la l'orce A,F, et le triangle XYZ; 
décomposer F, en deux autres forces dirigées sui- 
Ai . En faisant la même opération pour toutes les 
«s au solide, nous obtiendrons des forces concou- 
d'autres concourantes en Y, les premières pour- 
se décomposer suivant les cotés XY, XZ et les 
fit Y'X, YZ do sorte (pie nous obtiendrons bien 
Ls forces dirigées X„ \,, Z, suivant les droites 

- Pour que les forces données c'est-à-dire les trois 
I soient en équilibre il faut et il suffit 

, = 0, Y, = 0, Z, = 0. 

démontrer de prendre les moments par chacun 

II triangle de ces Ibrces. 

ces en nombre quelconque appliquées à un solide 
•s se réduire à six dirigées suivant les arêtes d'un 

le tétraMre donné, on réduira les forces à trois 
; sommets X, Y, Z, puis on décomposera chacune 
trois autres dirigées suivant les arêtes qui al)ou- 
lint d'application. 

- Pour que ces six forces constituent un système 
faut et il suffit qu'elles soient séparément nulles, 
irer il suffit de prendre les moments par rapport 
irètes du tétraèdre. 



des forces quelconques appliquées à un solide; 
ygone de ces forces, et soit Alt le segment qui 
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joint le point de départ au point d'arrivée. Adoptons trois axes 
rectangulaires O^xyz dont Tun Oz est parallèle à AB; trans- 
portons les points d'application des forces aux traces de leurs 
droites d'action avec le plan Oxy ; enfin décomposons chacune 
d'elles suivant les directions des axes. 

La somme des projections des forces étant égale • à celle de 
leur contour ou de AB, nous aurons en projetant sur les axes 
Ox, Oy, Oz 

Xi H- X2 •+• .... =0, 

Y, -h Yj -f- . . . . = 0, 



Zi -j- Z2 -h .... = AB. 

Les forces données sont donc équivalentes à une force AB 
résultante des forces parallèles Zi , Z2 , . . . et au système 
(S) = (Xi, X25 . . ., Yi, Y25 . . .) contenu dans le plan Oxy. 

Or, la somme des projections des forces du système (S) étant 
nulle sur Oa?/Oj/, ce système se réduit à un couple (C). 

Les forces données sont donc équivalentes à AB et au cou- 
ple (G). D'ailleurs le couple (C) est situé dans le plan Oj?j/, son 
axe est donc parallèle à Oz et comme d'autre part on peut, sans 
changer l'effet de ce couple, transporter son axe parallèlement 
à lui-même on pourra l'amener en coïncidence avec la droite (A) 
suivant laquelle agit AB. C'est cette droite (a) qui porte le nom 
d'axe central du système des forces données. 

On voit aisément que si l'on fait la réduction des forces données 
à une et à un couple, pour tous les points de (a) la force et l'axe 
du couple coïncideront en direction avec (a). 



107. Des forces appliquées à un solide étant réduites à deux^ 
construire Vaxe central. 

Les forces étant Fj et F2 appliquées aux traces Ai et A, 
de leurs droites d'action avec un plan perpendiculaire au seg- 






y * 

s.* \ 

. V..; 
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|ui ferme leur contour, menons FiB| égale et parallèle à 
AiFj, puis FîB, égale et 
parallèle à AiF,. Les 
'!^* plans (A,F„ F,B,) et 

(AiFî, FîBï) sont paral- 
lèles. 

Ceci posé, décompo- 
sons F, suivant ArBi et 
la perpendiculaire à A|B, 
située dans le plan de 
ces deux droites, nous 
obtiendrons comme 
santés A/i et K\f[\ on décomposera pareillement AjF, 
'i et k\f'^. En vertu de l'égalité des triangles FiB,/", et 
/■,' et f\ forment un couple dont le plan est perpendi- 
! aux parallèles A,B,, AaB,; quant aux forces /", et d qui 
irailèles, elles se composeront pour donner une résultante 
droite d'action est précisément l'axe central-. 



On donne un tétraèdre OABG dont l'angle trièdre est 
lagle. Suivant les arêtes du tétraèdre sont appliquées six 
représentées par ÔÂ, OB, ÔG, BG, CA, ÂB. Effectuer 
letton au point (') 

brces OA, OB, OC admettent une résultante OB repré- 
sentée en grandeur et direction par 
la diagonale du parallélépipède 
construit sur OA, OB et OC. D'au- 
tre part, les forces AB, BC, CA 
se réduisent à un couple dont 
l'axe dirigé perpendiculairement 
au plan ABC a pour longueur le 
moment du couple, c'est-à-dire le 
double de la surface du triangle 
ABC. 




Mlions de Mécaitique, par Antomari et Laisant. Paris, Konj. 
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Ce couple peut d'ailleurs être transporté parallèlement à lui- 
même au point et les éléments de la réduction au point 
sont ainsi complètement connus. 



109. Lieu des axes de l'espace passant par un point donné 
et tels que la somme des projections sur chacun d'eux^ d'un sys- 
tème quelconque de forces ait même valeur p. 

Soient AB la résultante géométrique du contour polygonal 
des forces et un axe OD répondant à Thypothèse de Ténoncé. 
Menons Ox parallèle à AB et soit îoD = a. 

La somme des projections des forces étant égale à la projec- 



tion de AB, 


nous aurons 


d'où 


AB cos a /?, 


(1) 


P 
cos a = — i — = const. 



AB 

Les axes OD faisant avec Ox Fangle Constant a sont les géné- 
ratrices d'un cône (r) de révolution autour de Ox et d'ouver- 
ture 2a. 



110. Des forces quelconques appliquées à un solide peuvent 
toujours se réduire à trois d'égale fntensité et rectangulaires. 

Pour que le cône (r) soit capable d'un trièdre trirectangle, 

c'est-à-dire pour que l'on puisse trouver un système de trois 

génératrices formant un trièdre trirectangle il faut (2a étant son 

{ 
ouverture) que l'on ait cos a = _—, ceci s'obtient sans diffi- 

v/3 

culte. Choisissons donc dans la relation (1) du n° 109, p de 
façon que Ton ait 



1 p 

v/3" ÂB 



c'est-à-dire 



p = 



AW3 



ou pourra alors trouver dans le cône (r) trois génératrices O*/, 
Og', Og" rectangulaires. 



i, décomposons chacune des forces données en trois 
Utiles à ces génératrices; les composantes parallèles à 
,ÂBvè 

r celles qui sont parallèles à Og' et à Og'. Cette 
l'est d'ailleurs pas unique; en effet, si un cône de 
idmet un système triple de génératrices rectangulaires, 
t une inlinité. 



tontrer, en parlant des condition» analytiques d'éijui- 
orps solide gue trois forces qui se font équilibre sont 
ent complanes. 

ivons toujours choisir trois axes rectangulaires O.ary: 
points d'application des forces soient l'un à l'origine, 
itr Ox et le troisième dans le plan Oxy; il viendra 
les coordonnées de ces points 

(0,0,0,; (a/, 0,0,; (x, y, 0). ■ 

nous introduisons ces données particulières dans les 
as d'équilibre, 



2{jY — yX) = 0, SX =0, 

S(î/Z — îY) = 0, ïY =0, 

i;(ïX — tZj^O; 2Z = 0; 



-y%+^T = 




X + X -l-X' = 0, 


yl =0, 




ï + 


Y' + Y' = 0, 


-iZ-iZ'=0 




(3) Z-f 


Z' + Z- = 0. 


)ns(l), (îiel(3) 


nous tirons : 




Z = 


Z' 


= T = 0. 




uent les projecti 


>n 


des forees s 


jr Ox sont nulles et 



■ont situées dans le plan Qxy. 




rriT^T/rr 
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112. Quatre forces étant en équilibre^ toute droite qui ren- 
contre trois d'entre elles rencontre la quatrième ou lui est paral- 
lèle. 



Soit un plan (P) perpendiculaire à Taxe des moments OZ ; si 
ab est la projection de AB sur ce plan, nous avons 

mia AB = mi a/^ = 2 surf. Oab. 

Par hypothèse il vient donc 

2 surf. Oab = Oa . bO' = K 

k étant une constante donnée positive ou négative et bb' la hau- 
teur issue de ô. Or, quand AB pivote autour de A, Oa reste 
fixe, par suite 

bU = -- = const. 
Oa 

Le lieu du point b sera donc une parallèle 8 à Oa tracée d'un 
côté ou de l'autre de Oa suivant le signe de k. Par conséquent 
le point B appartiendra au plan (Q) parallèle à O2 mené par 
8 et comme il est situé sur la sphère de centre A et de rayon AB, 
il décrira la circonférence section de cette sphère par le plan (Q). 
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En effet, soit D une droite quelconque, mais rencontrant -^^ 

F, F', F"; les quatre forces étant en équilibre, nous pouvons fixer 
la droite D; alors F, F', F" n'auront aucun effet et d'après un S 

axiome, pour que l'équilibre existe, il faudra que la force F"' et w 

Taxe D soient dans un même plan. ;i^: 

Plus généralement, on démontrerait qu'étant données n forces 
en équilibre, s'il existe une droite rencontrant n — i d'entre 
elles, cette droite rencontre la n^^""^ ou lui est parallèle. 



'>^^ 
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113. Une force AB d'intensité constante pivote autour de son 
point d'application A. Trouver la courbe que doit décrire son ^.| 

extrémité B pour que le moment de cette force par rapport à ,^^| 

tin axe donné conserve la même valeur. 
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J; i 



STATIQUE 

■ les forces représentées en grandeur et direction 
, BC, . .., LA d'un polygone plan ou gauche. 

{École mica Je.) 
lit quelconque de l'espace. Appliquons à ce point 
«tement opposées Ofi, Ob, égales et parallèles 

pourra être remplacée par la force 06, et le 

tte opération pour chacun des cotés, nous substi- 
es données les forces concourantes Oaj, OAi, ...> 

i (Oa, LA), {Oft, ÂB) 

oncourantes se font équilibre, carie polygone de 
it précisément le polygone donné est fermé ; et 
se composent en un seul ; donc, les forces repré- 
eur et direction par les côtés d'un polygone sup- 
ans un môme sens forment un couple. 
rticulier où le moment de ce couple sera nul, il 



donné un polygone plan, 

■ouver la résvUante des forces représentées en 

ctionpar AiAj, AsAj, ...,A„_,A„ et A|A„. 

projections des forces sur une perpendiculaire à 
*tsur A,A„ est égale à 2A,A„; donc la résultante 

2A,A„, elle est parallèle à AiAn et dirigée dans 
je ce segment. 

5a position, c'est-à-dire calculer sa distance S au 
éprendrons les moments par rapport au point Ai, 

= m' A|Aj + m' AjAa -i- — h m' A„„iAn, 
S surf. ir. A,AiA(, , 

'= — ÏX — ' 

e somme algébrique, car on devra donner aux 
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surfaces des triangles AiAjAi_^i 
segments AiAj_j_i. 



lés signes des moments des 



Cas particuliers. — 1° Supposons que le polygone soit un 
triangle, la résultante des forces AiAa, A2A3, et Ai A3 a pour 
intensité 2A1A3, elle passe d'ailleurs par les milieux des cotés 
A1A25 A3A2 et est dirigée dans le même sens que A,A3. 

2*" Le polygone est un parallélogramme AiA^A^Ai, la résultante 
des forces A1A2, A^As, A3A4 et A1A4 est dirigée suivant A2A3 et 
a pour intensité 2A2A3. 






116. Quatre forces appliquées aux centres de gravité des faces 
d'un tétraèdre perpendiculairement au plan de chacune de ces 
faces, proportionnelles à ces faces et dirigées toutes vers l'extérieur 
ou l'intérieur du solide se font équilibre. 

Le tétraèdre donné ABCD et celui qui a pour sommets les 
centres de gravité A', B', C, D' de chacune de ses faces sont ho- 

mothétiques. 

Le centre d'homothétie est le cen- 
tre de gravité du volume ABGD et le 
rapport d'homothétie 3. 

Par conséquent les forces sont ap- 
pliquées aux sommets du tétraèdre 
A'B'G'D', dirigées suivant ses hau- 
teurs, toutes vers les faces correspon- 
dantes ou en sens contraire et pro- 
portionnelles à ces faces. 
Soient a\ b', c', d' les aires des 
faces et ka', kb\ kd les forces. 

Ceci posé, la somme des projections des forces sur la hauteur 
A'A" s'écrit 

ka' ~ kb' cos G^ — kc' cos B^ — kd' cos fC' , 

et cette somme est nulle, car la face a' est égale à la somme des 
projections des autres faces sur son plan. 




somme des projëctioDs des forces sur chacune des 
:'est-à-dire sur trois axes forniaiit un trièdre est nulle, 
is maintenant les moments par rappoil à l'arête Clf. 
s forces rencontrant cet axe ont un moment nul, et 

m' ka' = ka'.k'n = ka!.\'A'. cotg CÏÏ' , 

nous appelons V le volume du tétraèdre A'B'G'D', 

m- ka' = U.\. cotg Cff . 

Jendrons pareillement 

m'A-6' = — 3A.V. cotgC'iy. 

des momenis des forces par rapport aux arêtes du 
l-à-dîre par rapport à trois droites formant un trièdre, 
it ces forces se font équilibre. 

E I. — Ce théorème peut s'étendre à un polyèdre, il 
le démontrer de le décomposer en tétraèdres et d'ap- 
centre de gravité de chacune des faces auxiliaires 
; proportionnelles à cette face normales à son plan et 

t opposées, 

E II. — De ce qu'il existe un système de quatre forces 
vant les hauteurs d'un tétraèdre et se faisant équi- 
ulte que toute droite rencontrant trois des hauteurs 
a quatrième. 



'^que quatre forces se font équilibre, si trois d'entre elles 
les à un plan, la quatrième est parallèle à ce plan. 

peut généralement réduire toutes les forces qui solli- 
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citent un solide à deux rectangulaires dont l'une passe par un 
point donné. 

84. — Des forces appliquées à un solide peuvent toujours se 
réduire et d'une infinité de manières à deux faisant entre elles un 
angle donné. 

85. — Etant donné un cube, on considère trois des arêtes non 
situées deux à deux dans le même plan et les forces représentées 
en grandeur et direction par ces arêtes. Déterminer l'axe central. 

86. — Des forces en nombre quelconque appliquées à un solide, 
dans un plan, peuvent toujours être remplacées par deux autres, 
Tune agissant suivant une droite donnée et l'autre passant par un 
point donné hors de la droite. 

En supposant par exemple, six forces égales appliquées aux som- 
mets d'un hexagone régulier, les trois premières aux sommets de 
rang impair dans le prolongement des rayons, et les trois autres 
aux sommets de rang pair, suivant le périmètre et toujours dans 
le même sens, on demande de remplacer ces six forces par deux 
autres équivalentes, l'une appliquée au centre du polygone et 
l'autre suivant l'un des côtés. 

{Conc. acad. Clermont, 1877.) 

87. — Réduire les forces appliquées à un solide à deux d'inten- 
sités données. 



88. — Prouver que l'axe central est le lieu des points de l'espace 
pour lesquels le couple résultant est minimum. 

89. — Réduire les forces appliquées à un solide à deux dont Tune 
soit parallèle à une direction donnée. 

90. — Trois forces étant parallèles à un plan, trouver la condition 
pour que ce système admette une résultante. 

91. — Prouver que, de quelque façon qu'on réduise à deux les 
forces appliquées à un solide, le volume du tétraèdre construit sur 
ces deux forces est constant. 
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8TATHJUE 

it données des forces quelconques appliquées ù un 
ipcUc droite de moment nul toute droite de l'espace par 
[uelle ta somme des moments des forces est nulle. . . 
LJtion étant rappelée, démontrer que toutes les droites 
)ul, relativement à. des forces données, qui passent par 
né sont situées dans un même plan. 
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117. Solide ayant un point fixe. — Pour qu'un tel solide soit en équilibre, 
il faut et il suffit que les forces qui le sollicitent, admettent une résultante 
passant par le point fixe. Cette force sera la pression exercée sur le point 
fixe. 

Analytiquement, on choisira trois axes rectangulaires passant par le point 
fixe ; et, à condition d'introduire la réaction R du point 0, il restera à 
écrire les conditions d'équilibre dun solide libre. 

Les trois équations des moments exprimeront l'équilibre du solide gêné 
et les trois autres définiront R en grandeur, direction et sens. 
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118. Solide ayant deux points fixes, — Pour que le solide soit en équilibre, 
il faut et il suffit que la somme des moments des forces extérieures par 
rapport à Taxe fixe soit nulle. Analytiquement, on pourra prendre trois 
axes rectangulaires dont l'un contiendra les points fixes Ai, As; ces points 
auront alors pour coordonnées (0, 0, ai), (0, 0, a^). On introduira les réac- 
tions (inconnues) (Xi, Yi,Zi), (Xa, Y2, Z2) de ces points et on écrira les condi- 
tions d'équilibre des forces extérieures et des deux forces de liaison ; on 
obtiendra ainsi : 

(1) SX4-Xi + X2 = C, SYH-Yi-hY..= 0, 2Z H- Z, + Za = ; 

(2) L - aiY, — aa'a = 0, M-haiXi-h a^X^ = 0, N = 0. 

Il est important de remarquer que les 5 premières équations sont insuf- 
fisantes pour faire connaître les réactions. 

Ceci tient à l'hypothèse du solide géométrique. Pour les solides naturels 
ces réactions sont bien déterminées, et on peut les calculer en tenant 
compte alors de la déformation du solide. 

La condition N = exprime précisément l'équilibre des forces don- 
nées. 



STATIQUE 

ipotantsur un plan poli. <— Pour que les forces exl(!'rietires 
de en équilibre, il Taut et il suffit qu'elles admettent uoe 
lale au pltui, perçant le plan à l'Intérieur du polygone d'ap- 
le façon n maintenir l'adhérence du corps au plan. 
3 d'équilibre étant réalisées, si B est la résultante des forces, 
ilan lui sera égale et directement opposée. 
)ù les points d'appui formeront un triangle ABC, R pourrii 
en trois autres forces normales au plan, appliquées res- 
A, B et C et parfaitement déterminées; ce seront les 
tes sur le plan en ces points. Si le nombre des points d'ap- 
ur à 3, la statique du solide géométrique laisse partielle- 
nées les réactioas du plan. Pour les solides naturels, ces 
déterminées en adjoignant aux conditions précédentes celles 
. en exprimant l'équIMbi-e intérieur du solide, 
■nerons à ces trois espèces de liaison et nous ferons remar- 
faQon générale on pourra ramener l'étude de l'équilibre du 
:lle de l'équilibre du solide libre en ayant soin d'introduire 
es forces de li.-iison. 



ohire repose sur deux plans inclinés. Calculer les 

lie exerce sur chacun de ces plans. 

)posons les plans parfaitement polis, il faut néces- 
sairement pour l'équilibre que 
les plans inclinés P, P se cou- 
pent suivant une horizonlale. 

Ceci remarqué, le poids D de la 
sphère et les réactions R, R' des 
plans inclinés concourent au 
cenire du solide et les formules 
de Steyin nous donneront comme 
conditions d'équilibre 



R' 



R 



tel point de la surface d'u 
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oblique peut-on suspendre par un fil un corps pour que sous 
l'action de la pesanteur les arêtes latérales prennent une direction 
d^ équilibre parallèle ou perpendiculaire à celle du fil ? 

(Concours académique de Lyon, 1879.) 

1° La parallèle aux arêtes menée par le centre de gravité du 
prisme coïncide avec la direction du fil ; or, cette droite coupe 
le solide aux centres de gravité des deux bases, c'est donc en 
l'un quelconque de ces points que Ton devra fixer une extrémité 

du m. 

2° Le fil étant perpendiculaire aux arêtes et sa direction- con- 
tenant le centre de gravité G du solide, devra être fixé en un 
point quelconque du périmètre de la section droite du prisme 
qui contient le point G. 



122. Une sphère repose sur les trois faces d'un trlèdre trirec- 
tangle; évaluer les pressions exercées sur ces ]>lans. 

Soit le trièdre trirectangle (0, xyz) et a, p, y l^s angles de 
la verticale ascendante avec les arêtes Ox, Oy, Oz ; enfin repré- 
sentons par Pa:, Py, P^, les réactions des faces Oî/z, Ozx, Oxy 
et n le poids de la sphère, nous aurons en projetant successi- 
vement sur Oj?, Oy et Os 



P^ — n cos a = 
d'où 



P^ — n cos Y = 0, 



P,/ — n cos p = 0, 
pj. = n cos a, 
Pj, = n cos p, 
P. = n cos Y. 

Pour que l'équilibre de la sphère soit possible, il faut et il 
suffit que ces réactions, c'est-à-dire cos a, cos p, cos y soient 
positifs. 

Or, cos a^ cos p5 cos Y sont précisément les coordonnées du 
point de la verticale ascendante du point situé à la distance 
unité du sommet 0, par conséquent cette verticale devra être 
contenue à l'intérieur de l'angle trièdre. 
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STATIQLE 

On accole un hémitph^re et un cylindre droit dt même 
ar Uurt baset. Que se pasie-t-il ti l'on suppose que ce 
•poit par la surface de Chémisphère sur un plan horizon- 
jt^on vienne à le déranger de sa position d'équilibre ? 
toit être la hauteur du cylindre pour que Cêquilibre soit 
ndifférent ou instable ? 

{Sainl'Cgr, 1889.) 

l le centre de rhéntisphère, (y sa projection sur le 
rizontal. G, G' les cealres de gravite de l'hémisphère et 
idre, entin r celui du système des deux solides, 
avons 

IJG = -|.B, OG=-i. 

lions Or = I positivement dans le sens OG et appli- 
quons le thcorî-nie des moments par 
y\^ rapport au point 0, il viendra 



T >i :- V^V,- 1 .'- - ; 



dou 

3 R* — 2ft^) 



^R'h\ , 



4(2R-(-3/i) 

sbilité de l'tSquilibi'e dépend de la position, par rapport 
la projection de r sur le pian horizontal, ou bien encore 
e de X, nous aurons donc en résumant 

A<5l^, stabilité, 
ft = — ' indifférence. 



Même question, en supposant qw le solide repose sur le 
r la surface latérale du ct/lindre. 
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Dans ce cas il y aura stabilité quand r sera à droite du 

point c'est-à-dire pour h > —3- . 

Quand r coïncidera avec le point 0, le 
solide restera en équilibre sur le plan, soit 
qu'il le touche par la surface du cylindre 
soit qu'il repose par la surface de l'hémisphère. 

Enfin quand on aura h < —3— > on ne pourra le placer en 

z 

équilibre qu'en le faisant réposer par l'hémisphère. 

125. On donne un triangle isocèle ABC pesant dans lequel on 
mène la médiane AA'. Ce triangle est supporté par trois pieds 

placés Vun en B, Vautre en C et le troisième en un point D qui 

1 

est sur la médiane au -^ à partir du sommet. Pression exercée 

en chacun des points B, G et D. 

{Saint'Cyr, 1889.) 

Supposons que le poids de ABC soit représenté par sa surface 
S. Nous nous proposons de calculer les composantes p, y? ^ ^^ 
ce poids, connaissant leurs points d'application B, C, D. 

Or, nous avons 

P Y 8 S 



(1) 



surf. DGC surf. DGB surf. BGC surf. BDC 
^^ Mais 




surf. BGC = -^ » 



surf. BCD = ^ , 





d'où 



2surf.BGD = Ç— 1-=|-, 

b o 2 



et par suite 



surf. BGD = surf. CGD = ^ . 



4 



Remplaçons dans (1) nous obtiendrons 



_s 

4 



_S 
4 



S_ 
3 



5S 

6 



rt'i 
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STATIQUE 

ous tirons finalement 

.t 2 

i-e méthode. — Dans ce cas particulier il est plus simple 
tuer directement la décomposition du poids du triangle. 
)mposons le poids S appliqué en G en deux S, a' appli- 



S _ a' _ -S 

n A' étant milieu de BC, a' se décomposera en deux 
P = Y = jrr S, appliqués aux sommets B et C. 

La s'eclion droite d'un mur exl un rectangle ABEF dont 
natl la hauteur verticale EF = h, et dont il faut défer- 
la basp. AF :^ b, épaisseur du mur. Celui-ci ifui a une 
connue D, est destiné à soutenir un massif terreux MEF, 
également une densité connue D' et dont la surface supé- 
EM fait nu-dessus de l'horizon un angle donné x, le plus 
wus lequel la matière ne s'éboule pas , Le massif considéré 
renverser le mur en le faisant tourner autour de son arête 
e en \; sa poussée parallèle au talus supérieur tiE, est 
•lée en P, au tiers de la hauteur h, et égale par 

de longueur du mur « D' — cos x. Cela posé, on de- 
quelle est l'épaisseur b, strictement nécessaire, qu'il faut 
au mur pour que son poids l'empêche de se renverser. 

■,er le calcul, ou évaluer le rapport — i dans le cas usuel 



[Conc. acad. Douai, 1876.) 
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Pour que le mur ne soit pas renversé il faut que la résultante 

de la poussée du massif et du 
poids du mur perce la base du 
mur à l'intérieur du rectangle 
d'appui. Le mur sera sur le point 
d'être culbuté quand cette résul- 
tante passera par le point A, alors 
la somme des moments par rap- 
port à ce point des deux forces 
considérées sera nulle et nous 
aurons 

poids du mur x ^ 

= pousséexAI sina, 





B 


E 


j^^^jfgT^-' -• 






b 






h 


^ 


rG 


p 

.h 




''^ \ 

\ 
\ 
\ 






3 


I 


^ 


L ' 


\ I 


^ 



h' 



mais nous avons 

poids du mur = hlXS ; poussée = D' --- cos a ; 

AI = -jr- cotg a — ^ ; 

par conséquent nous obtiendrons en substituant 

^.. D f b y . / b \ cos^a 

La racine positive de cette équation donnera le rapport 

D 3 



Dans le cas usuel où l'on a 
tion (1) s'écrit 



a = 45% 



1 



D' 



h 
l'équa- 



et donne 



-r-«' 



b = 



h 
6 



h. 



b est alors le tiers du côté du décagone régulier convexe inscrit 
dans la circonférence de rayon h. 

127. On considère une barre rigide non pesante OAM, mobile 
autour du point 0; on veut maintenir cette barre horizontale en 






'1 



t d'un poids P appliqué en A, el en faisant agir à 

M une force Q dont la direction passe par un point 

(»■ la verticale du point A. 

mie OA, OM et AB, calculer Q. 

! est la longueur qu'il faut donner à OM pour que 

us petite valeur possible? 

[ue les forces P et Q se fassent équilibre il faut que 
leur résultante passe par le point 

I fixe 0, Nous écrirons donc que 

'■.,B la somme des moments de ces 

forces par rapport au point est 
nulle, et il viendra après avoir 
posé OA = a» OM = m, AB = A : 

aP = OH.Q, 
ou bien 

tnb 



- niQ sin a = 



^/{m^ay^è» 



, minimum avec Q' ou dans les mêmes conditions 



(•" 



hb' 



de cette fraction s'écrit 

A, „„-.._», 

oyons (ju'elle est négative quand m varie de a à 
. s'annule pour cette dernière valeur, par conséquent 



ima pour m = 

, donc l'bypoténuse du triangle rectangle dont Oli 

cotés de l'angle droit et AB la bauteur. 

tat s'obtient géométriquement en remarquant que le 




'Jf^'V-i-^' 
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produit Q.OH étant constant, Q sera mînima quand OH sera 
maxima. Le lieu de H étant la circonférence de diamètre OB, 
OH aura la plus grande valeur quand cette perpendiculaire 
coïncidera avec OB. 



■M. 



128. Une barre solide CD, de longueur l et de poids 2P, 
est suspendue par deux fils AD, BC, de longueurs a, 6, attachés 
à ses extrémités et fixés en deux points A, B situés à la même 
hauteur au-dessus du sol et distants entre eux de d. Quel poids 
faut- il suspendre à l'une da extrémités de la barre pour que dans 
sa position d^ équilibre elle soit horizontale ? 

(Bacc, enseign. spécial^ Rennes^ i893.) 

Supposons ^>a, la surcharge devra être placée en D comme 

le justifie d'ailleurs la discussion. 

Soit le point d'intersection 

des directions des fils AD, BG et 

vD ;] ex abaissons la perpendiculaire 

OIK à CD et à AB. 

Si nous prenons les moments 
par rapport à 0, les tensions R, S 
des fils auront des moments nuls ; 




K 



B 



\ I 








P-4-Q 



nous devrons avoir pour l'équilibre 

mtP-+-m'(P-f-Q)=0, 

(le poids 2P de la barre ayant été remplacé par deux poids P 
appliqués aux extrémités), ou bien 



(1) 


(P + 


Mais nous avons 




(2) 


ic*-iË 


d'autre part 




" 


OD 




OD-i-a " 


d'où nous tirons 




OD - .«' . 



OC 



oc 



/ 
7 



d — l 



0G = 



bl 
d — l' 



L 



in, nous pouvoDs écrire en rertu de 'li 

ID _ IC _ l IC-ID 

P ~ P+D ~ •iP-\-M~ Q 
ODséquent si nous remplaçons IG et ID dans ;3), nous 
tdrons : 

loug tirons 

Q doit être positif, par suite, pour que l'équilibre soit 
lie, il faudra 

«■<i'<a»-i-(<f-V. 
b = a, = el l'équilibre horizontal a lieu uniquement 
l'action du poids de la barre. Au contraire quand on a 
i' + [d — /)', l'équilibre est impossible, d'ailleurs nous 
[>ns pour Q une valeur infinie. 

. Oh donne une série de masses pesantes dont les centres de 
é sont distribués le long d'une droite AB mobile autour 
le ses points C supposé fixe. La tige est soutenue en A par 
qui passe sur un point P situé sur la verticale de C et 
l'extrémité supporte un poids de mnsse f». Déterminer 
zuter les conditions d'équilibre. 

(Agrégation, t874.] 

nons deux axes rectangulaires Cx, Cy, l'un horizontal, 
j vertical ascendant ; P aura pour coordonnées (0, p). 
iptons sur la droite AB une direction et appelons 6 son 
avec Ox, soient enlin m,, m^, ... m^ les masses et 
. . . r, leurs distances algébriques à l'origine C. 
F que la barre soit on équilibre, il faut et il suffit que la 
e des moments par rapport à C des forces qui la sollicitent 
uUe. 
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Or, en faisant usage de Texpression xY — yX du moment, 
nous aurons 

m' wii = — ri cosO.rwi, 

d'où m* wii -I- m' mj H h m' mj = — cos ôSm^rj. 

D'autre part soit GA = a; A aura pour coordonnées a cos 9, 
a sin 6 ; quant à la force fx dirigée suivant AP elle aura pour 
projections 

— lia cos 6 — iktt cos 8 



X = 



Y = 

et il viendra 



AD v/ a^ cos* 6 + ( p — a sin 6)' 

yL{p — asinO) ix[p — asinO) 



AD 



m' K = 



v/a* cos* 6 -\-{p — a sin 6)* ' 
ap[i. cos 



s/ rt* cos^ ^ H- (p — « sin 0)^ 
Uéquation d'équilibre s'écrira donc (après suppression du 



ir 



facteur cos 6 qui donne ^ = -3- solution évidente) 

z 



(i) 
d'où 



Swiin = 



np[i 



s/ a^ cos^ ^-^{p — a sinO)' 



- =1^ [--'■■ -(sin- 



Discussion, — L'équation (1) entraine en vertu de la détermi- 
nation positive du radical 

(2) ap^Lm-Ti > 0. 

En outre la condition — i << sin <[ 1 se traduit par 
rinégalité 



(3) 



S S 



a(Ji/ \ pfjL^ 



-wi,ri. 



<0, 



après avoir posé 



111 

2S = -i + — 4- 



Ces conditions étant réalisées, on obtiendra deux positions 
d'équilibre ôi, it — Oj symétriques par rapport à la verticale. 



^1 



'VJ 
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Application,— Supposons qu'il n'y ait qu'une masse et que 
Ton ait en outre 



On obtient alors 



7? = — i, 



a = — i. 



sin e = — 



1 



d'où 



e, = — 30^ 



0, = 210°. 



130. Equilibre d'une tige homogène AB gui peut glisser sans 
frottement sur une cheville horizontale C, et dont Vextrémité A 
s'appuie sur un plan vertical parallèle à la cheville et parfaite- 
ment poli, l'extrémité B supportant un poids Q. Calculer les 

forces de liaison, 

FONTANA, 1802. 

Soient AB = 2(7, c la distance de la cheville au plan ver- 
tical, X l'angle de la barre avec la verticale ascendante, P son 
poids, R la réaction du plan, et T celle de la cheville. 

Projetons sur l'horizontale et la verticale et prenons les mo- 
ments par rapport au point A, il viendra 

R — Tcos;ï' = 0, 
P -h Q — T sin a? = 0, 

cï 

Va sin a;4- 2aQ sin x -. = 0. 

sin X 

D'où nous tirons 

c P-t-Q 




sm X = 



a P-f-2Q 



T = [^ (P + Q)'(P + 2Q)] 



R 



= [(f 



a P-4-2Q ' 
P + Q 



-'] 



(P+Q). 



Pour que l'équilibre soit possible il faut d'abord 

c P-hQ 



(1) 



a P-t-2Q 



<1. 
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D'autre part, il faut encore que la barre appuie sur la cheville 



c'est-à-dire que Ton ait AG < Za, ou bien 
bien encore en remplaçant sin x par sa valeur 



sm X 



< 2a, ou 



P + Q 



> 



En rapprochant cette inégalité de (1), on obtient c < 2a, 
condition évidente a priori. 









'W4 



131. Un cube pesant homogène peut tourner librement autour 
d'un de ses sommets A fixe ; au point B qui est le sommet opposé 
à A dans Vune des faces du cube qui aboutit en A, on applique 
une force égale à la moitié du poids du cube et ayant une direc- 
tion horizontale donnée. Position d'équilibre du cube; angle 

de AB avec l'horizon ? 

(Baccalauréat, Caen, 1893.) 

Le cube étant soumis à Faction de trois forces : son poids P, 

p 

la force horizontale -p- et la réac- 

■ 2 

tion du point fixe A, pour qu'il 

soit en équilibre il faut que ces 

forces soient complanes. Elles 

seront donc situées dans le plan 

diamétral ABG qui sera par suite 

vertical et parallèle à la direction 

P 

donnée de la force horizontale -r-- 

2 

Figurons la section du cube par ce plan, c'est un rec- 
tangle ABCD dans lequel AB = AC/l". Soit x l'angle de AB 
avec l'horizon et BAD = a, nous aurons en prenant les mo- 
ments par rapport au point A 




(1) 

Mais 



-rr- • AB sin a? = P.AG. cos(a? 
2 ^ 



a). 



AG 



=w 



AB, 



is le triangle ABD, cos i = — ^ > sim = — . de 
]iiVn sulislituantdans (1) U viendra 

tfiJ- = ' ^ - 2 — *T, 

r = ao'sriO'so. 

mions la chai^ R que supporte le point û\e A, pour 
rojetons sur l'horizontale et la verticale, nous aurons 



s désignons par <o l'angle de R avec l'horizon nous aurons 
ment 



. Une barre pesante AB appuie l'une de ses exIrémUés A 
un plan vertical, tandis que l'autre B esl soutenue par un 
ické en un point fixe de ce plan. 
erminer la position d'équilibre, et calculer les forces de 

is prendrons comme inconnue x la distance du point 
:he du til à l'extrémité A de la barre et nous poserons 

OB = 2/, AB = 2a. 

ir qu'il y ait équilibre il faut que le poids P de la barre, la 
n T du til et la réaction R du plan soient concourantes, 
ssera donc par le milieu I du lil, et nous aurons 

Âf = l' — x\ 
x" ■+- 4a' = 2Ai' + il', 
m éliminant Al , 




V i 7 . • 
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équation qui nous donne 



.= 2,/'^^' 



2V 



3 



Pour évaluer les forces de liaison R et T il suffit de prendre 
les moments par rapport aux points et A, nous obtenons 
ainsi 






et 



T = i-v/.^ 



2 V l^-a^^' 

Nous remarquerons d'ailleurs que Ton a T^ = P^ H- R^. 

Pour que l'équilibre soit possible il faut que x soit réel et 
R positif, on doit donc avoir 

a < / < 2</. 






■m 



i^a- 



"rti 



-7' 



133. Deux points matériels non pesants M et M\ de masses m 
et m\ invariablement liés entre eux par une tige rigide inexten- 
sible et sans masse y et assujettis à se mouvoir sans frottement sur 
un cercle fixe C, sont attirés par un point de ce cercle propor- 
tionnellement à leurs masses, et à leurs distances respectives à ce 
point. 

Déterminer les positions d'équilibre du système et étudier la 

stabilité, 

[Licence es se. math.y Lille, 1893. [Extrait.)] 

Les points matériels et la tige qui les réunit constituent un 

solide invariable." 

Ce solide est soumis aux forces 
F = A:m.OM, F = km'.OW et aux 
réactions normales de la circonfé- 
rence qui s'exercent aux extrémités 
M et M'. 

Nous remarquerons d'ailleurs que 
F et F' se composent simplement ; 
effectivement (15), leur résultante R est dirigée suivant AO, et 




a pour intensité k(m+m').0\, le point A étant iléfinisur 

AM AH' ^ , ■ , 

— ;- = — . Par conséquent, si nous prenons les mo- 

ir rapport au centre C du cercle, nous éliminons les 
I liaison d'intensité inconnue et nous voyons que R 
er par C. 

lors aisé de déterminer les positions d'équilibre de MM'. 
e lieu du point A défini plus haut est une circonférence 
que à la première qui coupera le diamètre du point O 
points A, A' qui seront les positions du centre desdeux 



sansdiflicultéquepour la position A la plus éloignée de 
bre est instable, tandisqu'ileststablepourla position A'. 

'ne lame homogène ABC pesante, dont la forme est celle 
ngte rectangle isocèle, est placée dans un plan vertical, 
!, par let côté$ de l'angle droit, sur deux ckeoilles 
ant à une même horizontale. Déterminer la position 
•e et calculer les pressions sur les chevilles. 
Bvilles étant a et p, posons a^ = d, AB = AG = b, 
et appelons R et S les réactions 
normales des chevilles. La posi- 
tion du triangle sera connue avec 
l'angle apA = x. 

Pour exprimer l'équilibre des 
réactions R, S et du poids P du 
triangle nous projeterons sur AG 
et BG, il viendra 

(1) R — Pcosx = 0, 

(2) S — PsinT = 0. 

uons maintenant le théorème des moments par rapport 
let A, nous obtiendrons en remplaçant préalablement 
p 
P par trois poids -^ appliqués aux sommets du 




t* ' • A ' 
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.mais nous avons 

Aa = rf sinar, X^ = d cosa;, AB = AC = b, 

de sorte qu'après substitution, il viendra 

P 

(3) — Sd sin a? -f- Rrf cosa?-4--^ 6(sin x — cos x) = 0. 

Les équations (1), (2) et (3) vont nous donner x, R et S. 
Éliminons R et S nous aurons 

3rf(cos^ X — sin^ x) -{- 6(sin x — cos a?) = . 
Cette équation se décompose en deux 

sin X = cos x^ 

d'où a? = 0, et ce résultat était facile à prévoir, puis 

3rf(cosar-i-sinx) = b. 

Elevons au carré, nous aurons 

9d«(l H- sin 2ar) = AS 
d'où nous tirons 

62 — 9d^ 



(4) sin 2a? = 



M 



i 



Or X étant aigu, il faudra pour la possibilité << sin 2a: < 1, 
c'est-à-dire que l'on devra avoir 

3(i < 6 < 3v/'2 rf. 

Ces conditions étant remplies, l'équation (1) donne pour 2a: 
deux valeurs inférieures à 180^, w et 180® — w et pour a? les 
deux solutions 

D'ailleurs ces solutions ne sont pas absolument distinctes, car 
elles donnent pour le triangle deux positions symétriques par 
rapporta la verticale du milieu de ap. 

Quant aux forces de liaison R et S elles s'obtiendront à l'aide 
des relations (1) et (2), nous avons en effet 

R = P cos a:, 

S = P sin a?. 
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(1) 



Pour ar=:-^j nous avons, puisque w<90®, 

à-dire w < 45°, 

o) . ïo .- , — b 

cos -r- 4- sin — T = v' 1 -t- sm 10 = 



c'est- 



O) tO y ; 

cos -r sin -r^ = / i — sm co = 



3rf 
3rf 



par conséquent, il viendra 

1 



R, = -^[6-hv/18rf*-62]P, 



Si = -^ [6-v^l86(2-/>3]p. 



Pour X = 90° — 



O) 



ou aura évidemment 

R2 = Si, 
S2 = Ri. 



135. Un disque elliptique homogène et très mince est placé 
dans un plan vertical sur deux appuis, situés aux extrémités de 
deux diamètres conjugij^és et placés à la même hauteur. 

Démontrer que le disque est en équilibre et étudier la stabilité. 

P. JULLIEN. 

Soient les deux diamètres conjugués AA' et BB' et supposons 
AOB obtus. 

1° Les appuis sont A et B. 

Les réactions des appuis étant normales à l'ellipse seront diri- 
gées suivant les hauteurs AI, BI du 
trtangle AOB ; elles seront donc con- 
courantes avec la verticale du centre 
de gravité du disque. 

Par suite on pourra décomposer le 
poids du disque en deux forces dirigées 
suivant lA, IB et qui seront détruites 
par les appuis. 

Le disque est donc en équilibre. 




'Ç--%^-'^^'h:':-f irj^fiûi^fv 



"'''"^ 
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Cet équilibre est stable ; en effet, déplaçons inlinim« 
le disque, c'est-à-dire faisons-le tourner d'un petit angle 
du centre instantané 1 ; dans sa nouvelle position. If 
tendra à le ramener dans sa position primitive, car 
dessous de 1; quant aux réactions elles ne produiront 
effet, puisqu'elles concourent au point I qui est fixe pen 
déplacement. 

2° Les appuis sont B et A'. 

Comme BOA' < 90°, le point 1 de concours des h 
du triangle ffOA sera au-dessous de et l'équilib 
instable. 




136. Position d'équilibre d'une tige homogène pesant 
sa:ii par une extrémité à l'intérieur d'une covpe hémisp 
el $' appuyant sur le bord horizontal de cette coupe. 
Les forces agissant sur la barre sont : son poids P a| 
au milieu G, les r^ 
U, V de la coupe, d'. 
normales l'une à la 
l'autre à la tige. Ce 
forces devant se fain 
libre sont complanes 
plan contient le centre 
coupe et est vertical 
contenant les forces U et P. 

Représentons donc la section de la coupe par ce p 
soient a et il le rayon de la coupe et la longueur de 
Pour exprimer que la tige est en équilibre nous proj 
sur l'horizontale et la verlicale ascendante et nous prend 
moments par rapport au point 0. Il viendra ainsi 
(i) V cos a; + U cos 2j; = 0, 

(2) V sin a: -f- [J sin ac — P = 0, 

(3j Og.P — asmx. V = 0. 

Nous avons d'ailleurs 

0^ = a — BG sin a: — (I — {2a sin x - l) sin x. 



r»^- 



-f r 



-MiPÎ.". T^ ' 



• v:3T^ 
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et il est important de remarquer que cette expression de 0^ est 
la même lorsque le point 6 est extérieur à la coupe; par suite 
(3) s'écrira 

(4) [a — (2a sin x — /) sin a?] P — a sin xS = 0. 
Mais les équations (1) et (2) nous donnent 

V sin ar = — P cos 2a:, 
et en substituant dans (4) nous obtiendrons 

a — (2a sin x — /) sin ar -4- a cos 2a: = 0, 
ou bien encore 

(5) /"(sin x) = 4a sin^ a: — / sin a: — 2a = 0. 

Telle est Téquation qui détermine la position d'équilibre. 

Or, nous avons x < 90% c'est-à-dire < sin a: < 1. 

Le problème n'est donc susceptible que d'une solution puisque 
(5) a une racine négative, et pour que cette solution existe il 
faut 

m)m < 0, 

c est-à-dire 

/ < 2a. 

Enfin pour que la barre appuie sur le bord de la coupe il faut 

encore que l'on ait DB < 2/ ou 2a sin x < 2/, c'est-à-dire 



<o, 



d'où nous tirons 



/> 



Vf- 



Dans le cas limite / = 2a, la tige est en équilibre dans la 
position horizontale, on a d'ailleurs V = P, U = ; tout se 
passe comme si elle reposait uniquement par son milieu sur 
le point B. 



137. Un cube homogène de poids P et d'arête 2a s'appuie sans 
frottement par une arête horizontale AB le long d'un mur ver- 
tical; ce cube est soutenu par un fil de longueur l attaché au mur 
et au centre de l'une des faces qui ont pour arête AB. Dé ter- 
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miner la position d'équilibre du cube; calculer la tension du fil 
et la réaction du mur sur le milieu M de AB. 

{Cert. (Vapt. à VEns. second, spécial^ 1893.) 

Soient HO le fil, C le cenire de gravité du cube. Dans la posi- 
tion d'équilibre le plan HOC est 
vertical et contient le milieu M de 
Tarête AB. 

La tension T du fil, le poids P du 
cube et la réaction R normale du 
mur tenant le cube en équilibre 
nous aurons en posant OHM= x 
et projetant sur Thorizontale et la 
verticale 

(1) Tsina? — R = 0, 

(2) T cos a? — P = 0. 
D'autre part P, R et T seront 

concourantes. Soit I leur point de concours, et remarquons que 
les points et I appartiennent à la circonférence de diamètre 
MG, nous aurons 

MO = MGO (comme ayant même mesure), 

mais MÎO = 90° — x, MGO = 45% 

donc a? = 45°. 

Ge résultat, indépendant des longueurs relatives du fil et de 
l'arête du cube est remarquable. 

La position du cube s'obtiendra en construisant le triangle 
HOM dans lequel on connaît deux côtés OH = /, MO = a et 
l'angle MHO = 45° opposé à l'un d'eux. 

Pour que ce triangle soit possible, il faut évidemment que 
Ton ait _ 

Isll 

Si cette condition est réalisée, il y aura un ou deux triangles 
répondant aux données, mais il faudra rejeter celui pour lequel 
l'angle OMH sera obtus, le cube ne pouvant pas pénétrer dans le 

CâRONNET. — PROBL. DE MÉCANIQUE O 
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mur. Les équations (i) et (2) nous donnent 
liaison 

B = P. 



pour les forces t 



138. Dans l'intérieur d'une sphère creuse on place une lame 
pesante et homogène dont la forme est celle d'un triangle isocèle ; 
les trois sommets appuient sur la sphère. 
Position d'équilibre de cette lame. 

Par raison de symétrie les sommets B et C des angles égaux 
du triangle isocèle 
seront situés dans la 
position d'équilibre 
de la lame à une 
égale hauteur, et le 
plan OAA' (AA' étant 
la hauteur issue de A) 
sera vertical. 

Représentons la 
section par ce plan. 
Pour qu'il y ait équilibre il faut que OG soit verticale (G étant le 
centre de gravité du triangle) ; effectivement on pourra alors 
décomposer le poids P de la lame suivant les trois directions 
OA,ÛB, OC, et les composantes ainsi obtenues représenteront 
les pressions exercées par les sommets du triangle sur la sphère. 
Posons AA' = h, BC = a, OA = r et représentons par 6 
l'angle de OG avec la perpendiculaire Ow à Al. 




ik 



AI 



Nous avons AG = —^ > Aiu = - 

Calculons AI, pour cela remarquons que l'on a 
A'I.A'A = A'B.A'C = -Ç. 
d'oii A'I = 



AI = 



4ft 



4A 
+ h = t 



ih 
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Par conséquent, il viendra 

A... = - 



h 4*" 



_ J4 a'-i-th' _ M' — 3a' 

3 8* ~ 24» ' 

Le triangle rectangle OGu» nous donnera alors 



44" — 3a' 



ou bien 

"* ■ '^'-3 M/.'r'-(4/i' + a-)' 

Puisque l'on connaît AI, cetanglee suMt à définir la 
du triangle. 

La discussion de (I) n'offre d'ailleurs aucune difficult 

139. Un cercle pesant vertical el homogène s'appuii 
ligne de pente OA d'un plan indinépoli; un fil dont ui 
mité est fixée au point 0, s'enroule sur la gorge du cer 
sur une poulie tr^s petite placée aussi en el suppôt 
extrémité libre un poids Q. 

Trouver la position d'équilibre du cercle et étudier 

bilité. 

Le cercle est soumis à l'action de son poids P app 

centre C, de la réf 

'\^ i du plan incliné 

tensions T du iî 

quées en A et B. 

sions étant égales, 

valeur commune i 

leurs ces deux f 

composent en une 

es = 2Q cos 

Projetons les tro 

P, R et es sur OA et la perpendiculaire OZ, ilviend 

(1) 2Qcos»a! — Pcosa = 0, 

(2) R — P sina — SQcosa^sina; = 0. 




if 
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De réquation (1) nous tirons 



/ox . ./PcOSa 

(3) cosx=dzy/-^. 

Or le fil ne devant pas abandonner la gorge de la poulie 0, 
2r a pour limites et 180° — a et par suite x doit être 

compris entre et 90° — j-- 

Il faudra donc choisir le signe 4- dans l'égalité (3), en outre 
pour que Féquilibre soit possible, les données devront vérifier 
les inégalités 



. ^ P COS a a 



qui s'écrivent encore 



P . .^2 « ^ P-2Q 



> tg^ -â > 



P + gQ-^ ^ 2 ^ P + 2Q 

L'équation (2) nous donne pour la réaction du plan 

R = P sin a -4- Q sin 2ar, 
et le second membre est toujours positif, comme ceci doit avoir 
lieu. 

Stabilité. — Considérons les projections des forces GS et P 
sur la ligne de pente, l'équilibre se produit quand elles sont 
égales et la stabilité dépend de leurs valeurs relatives dans le 
voisinage de la position d'équilibre. Ces composantes ont pour 
expressions 2Q cos^ x et P cos a. 

Or donnons au cercle un déplacement vers 0, x augmente, 
2Q cos* X diminue, et la force P cos a — 2Q cos* x ramène le 
cercle à sa position d'équilibre ; on voit de même que si l'on 
donne au cercle un déplacement en sens contraire, la force 
2Q cos* X — P cos a lui fera reprendre sa première position. 

En résumé l'équilibre du cercle est stable. 
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93. — Une poutre homogène AB, de 4™ de long, est mobile 
autour d'un point tel que AO = 1™, son extrémité inférieure A 
s'appuie sur un mur vertical situé à 0™,50 du point 0. 

Calculer, quand il y a équilibre, la pression sur le mur et sur 
le point 0. 

94. — Une barre homogène AB s'appuie par l'une de ses extré- 
mités sur un plan horizontal AG et par l'autre extrémité sur la sur- 
face convexe d'un hémisphère dont le centre est G. Déterminer la 
force horizontale qu'il faut appliquer en A pour que la barre de- 
meure dans une position donnée. Calculer aussi les pressions sur la 
sphère et sur le plan. 

95. — Une tige homogène dont les bras de longueur 2a et 2b sont 
à angle droit repose sur un anneau circulaire situé dans un plan ver- 
tical. Trouver l'inclinaison du bras de longueur 2a. 

96. — Une tige homogène ABC recourbée à angle droit en B de 
manière que AB =z a, BC = &, peut tourner librement autour 
du sommet fixe B dans le plan vertical ABC. 

1° Calculer l'angle que fait BC avec l'horizontale Bo; quand il y a 
équilibre. 

2° En supposant a < &, quel poids faut-il suspendre en A pour 
que dans la nouvelle position d'équilibre, les points A et C soient 
à la même hauteur ? Évaluer alors la pression au point B. 

(fiacc, Lille, 1886.) 

97. — Une barre rigide pesante est sollicitée à ses extrémités par 
des poids donnés et un cordon fixé aux extrémités peut glisser sur 
un point fixe. Position d'équilibre delà tige? 

98. — Une barre rigide AB de poids 2P, libre de se mouvoir au- 
tour du point A, est reliée à un point fixe G par un cordon qui est 
sollicité à l'autre extrémité par un poids P ; on suppose AG ver- 
tical et AB = AG. Déterminer la position d'équilibre de la tige. 

99. — Une lame homogène pesante a la forme d'un demi-cercle 
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le est soutenue par un til attaché aux extrémités du dia- 
B et qui passe dans un anneau très petit 0. Déterminer la 
d'équilibre de la lame et reconnaître la stabilité. 
du fil = /, R — rayon de ABC, P = poids de la lame. 
(Cône. d'Agrég<ilion, i879.) 

- L'ne coupe hémisphérique de poids P repose sur un plan 
al et les rayons des deux hémisphères qui forment ses sur- 
it R et r. On suspend à l'aide d'un fil attaché au bord ex- 
le la coupe un poids p; calculer l'angle que forme l'axe de 
avec la verticale quand l'équilibre est établi. 



L'n triangle ABC est suspendu librement par le sommet A. 
X autres sommets sont suspendus des poids P et Q. On de- 
e calculer l'inclinaison et de BC sur l'horizontale, 
aiion. — Le triangle est équilatéral, P = SO^e, Q = 5''8,-2r.S. 
(flaec, Besancon, 1874.) 

L'ne barre pesante AB est portée horizontalement par deux 
BI> dont les longueurs sont données. L'extrémité C du pre- 
C'tant fixe, sur quelle courbe faut-il prendre le point D estré- - 
second fil pour qu'il y ait équilibre '/ 

- A l'extrémité B d'une tige horizontale AB, scellée dans un 
son extrémité A, est suspendu un poids P. Un bras DC fixé 
itre le mur soutient la tige en C. On désigne par a l'angle 
'on demande : i" La force T qui sollicite AB dans la direc- 
; 2" La pression verticale qui en A s'exerce de bas en haut ; 
:ssion ( que subit le bras CD dans sa direction. 
ation.— P=IOO"ï, AB^I-'.aO, AC=0",20„ ADC=30i>. 
{Baec, BeiaTiçon, 1872.) 

■Un cylindre en bois de 0",1 de rayon et 0°',5 de hauteur 
lar sa base sur un plan horizontal qui coupe celui de la 
ivant une droite OH et qui contient un axe fixe 0. La den- 
ois étant 0,8 et le corps ne pouvant glisser, on demande : 
, force X il faut appliquer au centre de gravité G du cylin- 
îiïoritalement pour le renverser; 2» quel est l'angle dont il 
; tourner le plan d'appui autour de l'arôte pour que le 
se renverse; 3° la distance OA de l'axe à la génératrice la 
jrochée étant de 1" et OH étant égal à i",», quelle force 
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verticale Y il faut appliquer en H pour maintenir le plan dans la 
position pour laquelle le cylindre est sur le point de tomber. 

(Diplôme, Alger, 1882.) 

105. — Un triangle pesant ABC s'appuie par deux sommets B et C 
sur un cercle vertical dont le rayon égale celui du cercle circonscrit 
au triangle. Trouver la position d'équilibre du triangle et calculer 
les réactions de la circonférence. 

106. — Une tige rectiligne homogène a deux petits anneaux atta- 
chés à ses extrémités ; l'un d'eux glisse sur un fil vertical fixe et 
l'autre sur un fil ayant la forme d'une parabole dont l'axe coïncide 
avec le fil vertical. Position d'équilibre de la tige. — Stabilité. 

107. — On donne un secteur circulaire AOB non pesant et mobile 

autour d'un axe perpendiculaire à son plan et passant par ; il est 

sollicité par deux forces verticales F, F' appliquées en A et B. 

Trouver les conditions d'équilibre. 

[Saint-Cyr^ 1896.) 
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108. ^- Une barre rectiligne homogène AB de poids P peut 

tourner autour de son extrémité B. A l'extrémité A est attaché un 

fil qui passant sur une poulie supporte à son extrémité libre un 

P M 

poids -^. .i§ 

Sachant . que le centre de la poulie est situé sur la verticale 
ascendante du point B à une distance BO = BA, trouver la posi- 
tion d'équilibre de la tige. 

(Saint-Cyr, 1896.) 

109. — On donne une pyramide régulière dont la base est un 
carré ABGD ; la diagonale de ce carré a 0™,16 de long et les arêtes 
latérales Om,17. Cette pyramide, solide et homogène suspendue par 
le milieu M de l'arête SA est en équilibre stable ; calculer l'angle 
que fait l'arête SA avec la verticale. 

On suspend ensuite au sommet S un poids ; quel doit être le 
rapport de ce poids à celui de la pyramide pour que le système 
étant en équilibre, l'arête SA soit horizontale ? 

Enfin à quelle distance de la base faut-il couper la pyramide par 

un plan parallèle à la base pour que cette portion de la pyramide 

étant enlevée, le point de suspension M restant le même, et le 

poids qu'on avait attaché en S étant supprimé, l'arête SA soit 

horizontale ? 

(Bacc.j eus. spécial, Lyon.) 
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110. — Une ellipse pesante et homogène dont le plan est verticul 
est posée sur une droite horizontale située dans ce plan. 

Aux foyers sont appliqués des poids inégaux. Trouver l'angle que 
fera le grand axe avec l'horizontale, quand l'équilibre sera étaMi. 
(Agrég. classique, 1867 ■) 

111. — Une plaque infiniment mince, rectangulaire homogène 
et pesante est située dans un plan vertical. Elle est soutenue par 
deux chevilles situées dans un même plan horizontal. On demande 
de trouver la relation qui existe entre les côtés a, b de la plaque, 
la distance c des chevilles et l'angle 9 que fait le côté a avec la 
verticale quand l'équilibre est établi. Cas particulier : at=b. 

112. — Soit un triangle équilatéral ABC de côté a, situé dans 
un plan vertical. Au miheu M de AB on attache un fil de longueur 
OM ^ l dont l'autre extrémité est fixée en un point d'un mur 
vertical VV. 

La tension du fil donne lieu à une force T appliquée en M, le 
sommet A s'appuie sans frottement sur VV. Trouver les posi- 
tions d'équilibre du triangle. 

(école navale, 1880.) 

113. — Une tige AB homogène pesante porte à ses extrémités 
deux anneaux très petits. Ces anneaux peuvent glisser sans frotte- 
ment le long de deux droites ccaf, yy' situées dans un plan P. 
Trouver les positions d'cquihbre de la tige. Cas particulier : le plan 
P est vertical. 

114. — Une plaque triangulaire homogène pesante et assimi' 
lable à un plan est suspendue par trois fils attachés aux trois som- 
mets du triangle. La plaque étant horizontale et leâ trois fils reliés 
à un même point, trouver une relation entre les longueurs des fils 
(t, fl, f et les côtés du triangle respectivement opposés a, b, c. 

115. — Un triangle pesant homogène ABC, dont on suppose 
connus les eûtes a, b, c, les angles A, B, C et la densité D, est 
suspendu par son sommet A à un point H autour duquel il i>eut 
tourner librement. Quel est le poids x qu'il faut appliquer au som- 
met B pour que la base BG soit horizontale ? 

(École navale, 1881.) 

116- — Un bloc de taille homogène et régulier, de poids spécifique 
d, vu de profil suivant le rectangle ABGD, supporte une cons- 
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truction qui exerce une poussée P évaluée en tonnes, perpendicu- 
laire à Tarôte projetée en G et inclinée de a = SO» sur la verticale. 
Connaissant la hauteur BG = /* mètres, la largeur perpendi- 
culaire au plan de la figure qui est égale à 1 mètre, calculer l'épais- 
seur minimum AB = a? strictement suffisante pour que le bloc ne 
soit pas renversé en tournant autour de l'arête projetée en A ? Que 

os 
devient le rapport -t-i quand P devient très grand? 

[Brev. de Vens, spécial^ Lille^ 188 i.) 

117. — Trouver la position d'équilibre d'une barre rigide appuyée 
par Tune de ses extrémités contre un mur vertical et dont l'autre 
repose sur la surface interne d'un hémisphère donné. 

118. — On considère une table horizontale supportée par trois 
pieds verticaux ; le centre de gravité G et le poids P de cette table 
sont donnés ; on sait de plus que les pieds peuvent supporter des 
pressions ayant respectivement pour valeur maximum R, R', R". 

lo Calculer le poids maximum que peut avoir un corps placé sur 
cette table dans une position déterminée. 

2° Trouver la région où l'on peut placer un corps de poids donné 
sur cette table sans dépasser la limite de résistance des pieds. 

119. — On donne un tièdre trirectangle Oxyz dont la face xOy 
est horizontale et un triangle isocèle homogène pesant ABG ; ce 
triangle repoiâe par son sommet G sur la face horizontale en un 
point de la bissectrice de l'angle xOy et s'appuie par ses deux 
autres sommets sur les deux plans verticaux ; de plus un fil OG 
relie le point au sommet G et maintient le triangle en équilibre. 

On demande : 1° la tension T du fil ; 2* la pression exercée par 
le triangle sur chacune des faces xOz, yOz, 

120. — Une lame BAG, rectangle en A, repose en équilibre par 
les côtés de l'angle droit, sur deux disques fixes de môme épais- 
seur que la lame, placés avec elle dans le même plan vertical, et 
ayant leurs centres et 0' sur une même horizontale. Si l'on 
suppose que dans cette position d'équilibre, la verticale du centre 
de gravité de la surface ABG passe par le sommet A de l'angle 
droit, et de plus, que ce sommet est sur la ligne des centres, on 
demande d'exprimer, au moyen des côtés 6, c du triangle : 1° Le 
rapport des rayons R et R' des disques ; 2» Le rapport des seg- 
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i AO, A(y de ia ligne des i:en1res ; J' Le rapport des charges 
irtées par les deux disques. 

"on a : 6 = 0"',60, c^O-'.SO, R = O^jaT, épaisseur = 0"°,05, 
té = 7, on calculera le poids de ia lame, la distaDce MN des 
s de contact, et on construira exactement la figure relative à 
onnées h l'échelle de 1/10. 

{Conc. acad. En*, ipécial, Poitieri, 1879.) 
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140. Dans un système de solides ou de points matériels, il y a lieu de 
considérer deux espèces de forces, les forces connues et les forces de liaison. 

Pour exprimer qu'un système est en équilibre il suffira de considérer en 
particulier chacun de ses éléments et d'écrire qu'il est en équilibre sous 
l'action des forces connues et des forces de liaison. 

En résumé, la question de l'équilibre d'un système se ramène à l'étude 
de réquilibre de points matériels ou de solides, d'ailleurs libres ou gênés. 

La solution d'un tel problème consiste comme nous l'avons déjà dit non- 
seulement dans la recherche de la figure d'équilibre mais encore dans le 
calcul des forces de liaison. 

Ainsi, si l'on se propose d'étudier la position d'équilibre d'un point 
matériel maintenu par un fil sur un plan incliné, la position du point étant 
préalablement déterminée, on calculera la tension du fil et la pression sur 
le plan ; ces deux forces devront être convenablement dirigées pour que les 
liaisons soient respectées. On dit qu'un système est k liaisons complètes 
quand les positions respectives de chacun de ses éléments ne dépendent 
que d'un même paramètre. 



141. Un losange non pesant est articulé à ses sommets, trouver 
sa forme (T équilibre sachant que les sommets opposés sont réunis 
par deux fils dont les tensions connues sont T, T'. 



^ 
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particulier le côté AB, il est soumis à l'action 
des tensions T, T et des pressions a, ^ 
aux charnières; d'ailleurs comme à ces 
pressions correspondent les réactions — a, 
— ^ agissant sur lesextrémités A, B des 
côtés AD et BC, a et p sont en vertu de 
la symétrie perpendiculaires aux diagonales 
du losange. 

Ceci posé, le théorème des projections et 
celui des moments nous donneront pour 
l'équilibre 
<x = T, p = T, 



OB 

T ^ 



Cette proportion fait connaître OBA et par suite la forme 
d'équilibre du losange. 



142. Horloge MAGIQUE. — Supposons k masses m,, wii, ..., 
m* dont les A — 1 premières sont lixes, la dernière mt décri- 
vant une courbe d'ailleurs quelconque C; le centre de ces masses 
décrit une courbe homothétique à G. 

En effet soit I le centre des masses m,, ntî, ..., m^^i ; 
lirons Im^. Le centre J des k masses appartiendra à U et sera 
délini par 

IJ WlA 



Im, 



h m, H 



H m* 



Cette relation nous montre bien que la courbe lieu du 
point J est homothétique à C; le rapport d'homothétie étant 

d'ailleurs 



Ceciconnu.considéronsune aiguille mobile autour du point 
et portant à l'une de ses extrémités un anneau creux, dans 
l'intérieur duquel un mouvement d'horlogerie fait déplacer 
d'un mouvement uniforme une masse m. Le centre de gra- 
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vite du système décrira un cercle, et avec un rapport conve- 
nable entre le poids de Taiguille et de 
m, ce cercle aura son centre au pivot 0. 
Pour que Téquilibre existe à chaque 
instant, il faudra que l'aiguille tourne 
d'un mouvement uniforme. En suppo- 
sant que m effectue sa révolution en 
12 heures, l'aiguille accomplira la 
sienne dans le même temps et pourra 
par conséquent marquer les heures. 

143. Une tige horizontale BCD porte un poids P à son extré- 
mité D; elle est articulée au point B d'un plan vertical^ et en 
C à une tige oblique CA, dont le bout A est lui-même articulé 
au point A du plan considéré; calculer les charges des articula- 
tions et de la barre AC dans cette sorte de potence ? 

DE Saint-Germain. 
Les barres étant supposées non pesantes ou plutôt de poids 

négligeables devant le poids P, il 
faut que la force qui s'exerce à 
l'extrémité G de AG passe par 
le point A. 

Soit T son intensité; pareille- 
ment les forces — T et P qui 
sollicitent la tige BD Tune en C 
l'autre en D, devront se compo- 
ser en une force passant par le 
point fixe B. 

Or prenons l'intersection I de AG et de la verticale du point 
D et transportons le point d'application de P en I, en décom- 
posant cette force suivant IB et ID on aura IR qui représen- 
tera en grandeur et direction la charge de la charnière B et lï 
la tension de AC. Par conséquent les triangles IRT et IBA 
étant semblables, nous aurons 

R T P 

(i) 




D 






1! 






IB 



lA AB 
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posons AB = a, BG = 6, 

nous obtiendrons aisément 



CD = d, 



lA = ^ >IW+F\ 



IB = 4 •Tf^ 
et en remplaçant dans (i) il viendra 

T = ^-±1 ^-^rrb' P, 



c)' 



2^2 



a^c 



ab 



1 



144. /)eua? sphères inégales sont suspendues aux deux extré- 
mités d'un fil engagé dans un anneau. Les deux sphères se tou- 
chent ^ le centre de la plus légère est plus bas que celui de la plus 
lourde. 

Prouver que dans cet état d'équilibre^ les distances des centres 
des sphères à Vanneau de suspension sont en raison inverse des 
poids. P. JULUEN. 

Les tensions du fil aux points 0, 0' sont égales, car s'il n'en 
était pas ainsi le fil glisserait dans l'anneau ; représentons-les 
par T et soient R et R' (R = R') les pressions mutuelles des 
sphères. 

D'autre part, les trois forces R, P, T étant en équilibre, les 
formules de Stévin nous donneront en particulier 

P T 

sin AOO' ~ sin a ' 

nous aurons pareillement pour 
l'équilibre de R', F, T 

F T 




sinAO^ 
Il viendra donc 
P 



sm (X 



ou bien 



P 



sin AOO' sin AOO 
AO* 
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Remarque. — Cette relation jointe à OA 4- CKA = / fait 
connaître la forme du triangle ; pour avoir sa position, il suffira 
de placer verticalement la droite AG, G étant le centre des 
poids P, F. 

145. Déterminer la forme d'équilibre d'un polygone plan 

ABC... dont chaque côté est sollicité par une force qui lui est 

perpendiculaire 9 appliquée en son milieu et proportionnelle à sa 

longueur, 

Fuss, 1817 ; de Saint-Germain. 

Le côté AB du polygone étant en équilibre, la force A;.AB 
appliquée perpendiculairement à son milieu et les pressions P, Q 
sur les extrémités A et B sont concourantes. Soit A' leur point 
de concours, le triangle AA'B est isocèle, on a donc 

P = Q et k.AB = 2P sin Sm. 

Or, soit le point de rencontre des perpendiculaires à AB 
en son milieu et à A'B au point B ; nous aurons 

AB 



2 



- = BO sin A'BA , 



d'où ^^ = T * 

Mais la pression sur l'extrémité B de BG est égale et directement 
opposée à Q = P et si nous appelons 0' l'intersection avec 
BO de la perpendiculaire à BG en son milieu, nous obtiendrons 
pareillement 

donc 0' et coïncidant, nous aurons OA = OB = OC. 

En continuant ainsi on voit que le point est équidistant des 
sommets du polygone qui est par suite inscriptible à une cir- 
conférence. 

146. Aux extrémités d'un fil tendu et reposant entièrement sur 
la circonférence d'un disque circulaire vertical sont attachés deux 
points matériels de poids P, F. Trouver la position d'équilibre 



ième ; calculer les réactions de la circonférence sur les 
<oinU ainsi que les tensions du fil à ses extrémités. 

iSaint-Cyr, 1896.) 
AA' le fil, nous aurons, / étant sa longueur, / = ra, 
iOllicité par son poids P, la tension T du fil et la réaction 
!a circonférence; pareillement A' sera soumis à l'action 
)is forces F, T', R', on a d'ailleurs T = T; en effet, 
ensions étaient différentes, le fil glisserait sur la circon- 
î d'un côté ou de l'autre. 

Equilibre de A : 

(1) T = Pcosa!, 

(2) R = P sin X. 
Équilibre de A' ; 

(3) T = -Pcos(a-Hx), 

(4) R'= F sin (a + a:). 
Ces quatre é<jualions nous donne- 
ront X, R, R', T. 

; avons en eH'et en considérant (1) et (3) ' 

P' cos (a + a;) -H p cos a; = 0, 

P+FcOSa 




int connu, on aura immédiatement les forces de liaison. 
ussion. — Le (il étant tendu nous devons avoir T > 



eos.i;> 0, et cos(a-f- x) < 0; 

îment les points appuyant sur le disque il faut R > 0, 
, c'est-à-dire 

sin a^ > et sin (n- x) > 0. 

inégalités (5) expriment que les extrémités du fil doi- 
re situées respectivement dans le premier et le second 
nt; elles s'écrivent encore, en vertu de l'expression trouvée 
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et Ton voit d'ailleurs que Tune de ces inégalités entraine Tautre. 
Quant aux conditions (6) elles seront remplies avec la précé- 
dente. 



147. Equilibre d'un compas dont les deux branches identiques 
reposent sur la circonférence d'un cercle vertical ; on suppose 
qu'il n'y a pas de frottement. 

Soient C, G' les centres de gravité des deux branches. 
AC = AC = 0, et P leur poids. 
Les actions R de Tune quelconque des branches sur Textré- 

mité A de l'autre 
sont égales et direc- 
tement opposées; ef- 
fectivement si nous 
assimilons la char- 
nière à un anneau 
très petit, cet anneau 
devra être en équi- 
libre sous Tinfluence 
de ces forces. Quant 
à la circonférence, elle oppose aux branches des réactions nor- 
males S. Ceci posé, le théorème des moments par rapport au 
point nous montre que les forces P sont symétriques par 
rapport à la circonférence ; la charnière A est donc située sur 
la verticale de et la figure est symétrique par rapport à cette 
verticale. 

* 

Posons -fOD = a? et exprimons que la branche AB est en 
équilibre sous l'influence des forces R, S, P; en appliquant le 
théorème des projections et des moments, il viendra 

R — S sin ar = 0, 

S cos a: — P = 0, 

b 




R 



cos ar 
h étant le ravon de la circonférence, 

CARONNET. — PROBL. DE MÉCANIQUE 



Pa COS a; = 0, 



m 



/•-•» 
t 



40 



S = . R = Ptgar, 

cosaî 

tg»a;4-tga; ^ = » ■ 

dernière équation donne x; je dis que le problème est 
s possible et d'une seule manière c'est-à-dire que l'équa- 

admet toujours une racine t^x positive et une seule, 
fet, posons tgx = z, nous aurons 

/(!) = ,■ + . --2- = o, 

int constamment positive, la fonction continue f{z] croit 
iment avec ; ; on aura donc pour ses variations le 
suivant : 



A=. 







voyons qu'il y a toujours une racine z, positive et une 

aissant x, les équations (1) fourniront R et S. 
trque. — La position d'équilibre du compas pouvait s'ob- 
nmédiatement en exprimant que les trois forces R, S 
nt concourantes. 

Etant donné un angle aK)t/ dont la bissectrice est vev- 
t dirigée vers le bas, trouver la position d'équilibre de 
obiles de poids P e( Q pouvant glisser sur un levier pivo- 
tour d'un point A de la bissectrice et étant assujettis à 
sans frottement respectivement les calés de l'angle . — 

lé. 

BAC la position d'équilibre du levier, et x l'angle du 

C avec la bissectrice. 

mposons le poids Q suivant les normales au côté Oy et 
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au levier, la première composante est détruite par la réaci 
normale de Oj/, quant à la seconde q elle agit sur l'extrén 
C du levier . 
Le triangle C^Q nous donne d'ailleurs 

1 ^ Q 



d'où 




si nous décomposons pareillem 
le poids P, il viendra 



Pour exprimer que le levier est en équilibre sous l'action i 
forces p et q nous appliquerons le théorème des moments j 
rapport au point lixe A. 

Il viendra 

(l) p.AB — î.AC = 0; 

mais les triangles OAB, OAC nous donnent 



AB = 



AC = 



sin {X H- a) 



OA, 



sinlx 



-,0A, 



de sorte qu'en substituant dans (1) nous obtenons, après simf 
lication 

P sin' (sr — a) = Q sin» {x + a), 
d'où 

(2) /P sin (a; - a) = ± /(I sin (x + a). 

Or, en vertu de la figure on a 

{3) a<i<7t-x 

et les deux membres de l'équation (2) sont positifs; il vie 
donc 

/Fsin(x— a) = v'ïî"sin(ar + a); 
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cette équation nous donne sans difficulté 

On voit d'ailleurs aisément que les conditions (3) sont bien rem- 
plies. L'é<iuilibre est donc toujours possible. 

Stabilité. — Nous avons pour une position quelconque du 
levier, en prenant la valeur absolue des moments, 

m' p — m' ff = OA . sin a cos a f -r-—, r :——, ; I » 

'^ ^ \sm*{x + ii) sin*{i — a)/ 

ou bien 

m'p— m'ç = OA. sin acos a.F(i). 

Soit x' la valeur de x qui répond à l'équilibre, et taisons 
varier x depuis a jusqu'à tt — i; F{ar) est continue dans cet 
intervalle et s'annule une seule fois pour x = x"; nous avons 
d'ailleurs 

¥{i) = — 00 , F(it- a) = + 00 ; 

donc 

fi^-eXO, F(x' + e)>o. 

Ceci posé, si nous écartons de l'angle ±e le levier de sa posi- 
tion d'équilibre, nous aurons 

m'p ^ m'y, 
de sorte que le levier basculera dans le même sens. 

L'équilibre est donc instable. 

149. Deux tringles AB et AC articulées en A s'appttient sur 
la surface d'un cylindre circulaire droit à axe horizontal ; elles 
portentunfil BDC attaché en B e( C etdelongueur AB-hAC; 
au milieu D de ce fil est suspendu un poids P. Déterminer la 
position d'équilibre du système en négligeant toute espèce de 
frottement et les poids des tiges et du fil ; calculer la tension du 
fil et les réactions du cylindre sur AB et AC. 

Hayon du cylindre = R, AB = AC = BD = CD = a. 

Cas particulier : a = 5R. 

(Cerlif. d'apt. à l'eni. second, spécial, 1893.) 
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En vertu de la symétrie, lorsque l'angle BAC sera en équi- 
libre la diagonale AD du losange 
sera verticale, et la ligure d'équi- 
libre de ce losange sera connue 
avec BAD = x. 

Décomposons le poids P suivant 
les directions BD, CD des fils, nous 
obtiendrons les forces 



2 COSa: 
quiagirontauxextrémités B et C 
des tiges et qui représenteront 
d'ailleurs les tensions des fils. 
Les forces en action sur les deux 
tiges articulées seront donc T, T', les réactions U et U' delà 
section droite du cylindre et les actions mutuelles égales et direc- 
tement opposées V, V qui se manifestent à la charnière A. 

V et V agiront horizontalement à cause de la symétrie et 
pour la même raison on aura U = L''. 

Ceci posé, pour exprimer l'équilibre de AB projetons les 
forces T, U, V qui sollicitent cette tige sur l'horizontale et la 
verticale ; nous aurons 

— V + Ucosa; — Tsinx = 0, 
U sin X — Tcosa^ = 0, 



ou bien 

(1) 



— V + Ucosi — ■3- t 



Prenons maintenant les moments par rapport au point A, il 
viendra 

U.AI — T.AH = 0; 

mais. Al = B cot a:, AH = a sin tx ; 

par conséquent nous obtiendrons 

(3) U.B cot .T — Ta sin 2a: = 0. 
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Les équations (1), (2) et (3) vont nous donner a:, U et V; nous 
avons effectivement 

P 

(4) U = 



2 sin X 



p 

(5) V = — (cotgx — tgar), 

(6) R cot» a? -h R cot a? — 2a = 0. 
Posons cota? = s, (6) s'écrira 

(7j f{z) = Rz3-hRs — 2a = 0. 

L'angle x étant compris entre et 90^, nous devrons avoir 
cot ar > 0. Nous allons démontrer que le problème est toujours 
possible et qu'il n'admet qu'une solution. 

Effectivement, nous avons 

As)=R(3z«-4-4), 

par suite f[z) étant continue et sa dérivée f'(z) étant toujours 
positive croîtra constamment avec z ; d'autre part comme 

/•(0) = _2a, /•(4-Qo) = 4-QO, 

f{z) passera une fois et une seule fois par zéro quand x variera 
de à -h 00 . . 

Connaissant z, c'est-à-dire ar, les équations (4) et (5) donne- 
ront U et V. 

Cas particulier : a = 5R. — L'équation (7) s'écrit 

s'^ -t- z — 10 = 0, 

et son unique racine positive est 2 = 2. 

Nous aurons donc 

X = arc cot.2, 
puis _ 

4 2 4 

150. Dans un plan vertical^ autour de deux points A, B situés 
sur une même horizontale à la distance a pivotent deux barres 
AD = 6, BG = fl, homogènes et de poids b et a ; Vextré- 



ÉQUILIBRE DES SYSTÈMES 



151 



mité C de BC étant (Tailleurs assujettie à glisser [sans frotte- 
ment) sur AD. 

1° Trouver la position d'équilibre du système et calculer les 
forces de liaison; i° Cas particulier : h = a\J^. Stabilité, 

Les poids a, b des barres appliqués aux milieux I, H, sont 
les forces données. 

Quant aux forces de liaison elles sont : la réaction S du point 

fixe B, faisant l'angle s avec AE ; 
la réaction T du point A inclinée 
de t sur AD ; enfin l'action et la 
réaction R, Ri qui s'exercent nor- 
malement à AD au point C et ont 
même intensité. 

La figure sera déterminée par la 
connaissance de l'angle CaB = x. 

Écrivons séparément l'équilibre 
des deux barres, nous obtiendrons 6 équations qui nous fourni- 
ront les 6 inconnues du problème ar, S, T, R, 5, t, , 

Equilibre de BC : Projetons les forces R, a, S successivement 
sur l'horizontale et la verticale et appliquons le théorème des 
moments par rapport au point B, il viendra 

(1) Scos5-f-Rsina? = 0, 

(2) S sin 5 — R cos a? — a = 0, 




(3) 



a 



-T- cos 2ar -h R cos X = 0. 
2 



Equilibre de AD : Projetons sur AD, la normale à AD et pre- 
nons les moments par rapport au point A, nous aurons 



(4) 
(5) 

(6) 



T cos < — 6 sin ar = 0, 
T sin i — 6 cos a? + R = 0, 

2aRcosar rr- cosa? = 0. 

2 



En écartant le cas singulier de cos ar = 0, l'équation (6) 



' -i. 



>'>j 



-mièâà 



J 






pp.' 
EX» 
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nous donne 
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R = 



4a 



Remplaçons dans (3) il viendra 

2a* cos 2a; h- 6^ cos a? = 0, 
ou bien 
(7) f{cos x) = 4a2 cos* a? -f- ô* cos x — 2a* = . 

Le triangle ABC étant isocèle, on doit avoir < cos a? < i . 

f{0),f{i) = — 2a*(2a* + ô*) < 0. 

Donc la racine positive convient; on a d'autre part 

V2 



Or 



mf{ 



= --a*6*/2 <0 



et X est supérieur à 45°. 
Calcul de T et < : Les équations (4) et (5) nous donnent 

T* = tA (i6a* — 8ab cos a: 4- 6*), 
ioa* 

et le second membre comme on le voit aisément est toujours 
positif ; puis 

4a cos X — b 

tg t = — - — : . 

4a sm X 

Calcul de S et 5 : Nous obtenons pareillement en nous repor- 
tant aux équations (1) et (2) : 

S* = -ri-r- (6* ^8a^^ cos a? 4- 16a*), 



16a^ 



tg« = — 



6* cos X -f- 4a* 
6* sin X 



Stabilité. — Considérons la barre AD, et donnons à x un 
accroissement très petit, le moment de son poids b diminue 
tandis que celui de Ri augmente, donc la barre AD basculera du 
côté oii elle aura été déplacée, par suite l'équilibre du système 
est instable. 

Cas particulier : b = a)/^. — En introduisant cette h y po- 



i 



f 
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thèse particulière dans les formules générales on obtient 

X = 60», 

z z 

~ S 



R = 4' T = -|-v/9-2^/'2-, 



S = ^^T, 



/ t 






tgs= — 



v/3- 




151. Comble à la Mansard. (*) 

Soit une ferme ABCB'A' symétrique par rapport au plan 
vertical CD, et symétriquement chargée. Les poids répartis de A 
en B sont réductibles à un poids P appliqué au milieu de AB ; 

les poids répartis de B en C 
à un poids P' appliqué au 
milieu de BG. Des poids égaux 
à P et à F sont respective- 
ment appliqués aux milieux 
de A'B' et de B'C. 

Le problème consiste à 
trouver la condition à laquelle 
doivent satisfaire les poids P 
et F pour qu'il y ait équilibre, connaissant AD = /, DC = /*, 
AM = w, MB = h. 

En vertu de la symétrie il suffit d'étudier l'équilibre de la 
moitié ABC de la ferme. 

Les forces données sont P et F ; d'autre part, nous avons 
comme forces de liaison, la réaction (X, Y) de l'entrait AA' à 
l'extrémité A, les actions mutuelles S et T égales et directement 
opposées à la charnière B, et pareillement R et R' agissant 
simultanément en C. 
R et R', à cause de la symétrie agissent horizontalement. 
Exprimons l'équilibre du contour ABC en projetant sur l'hori- 
zontale et la verticale et en prenant les moments par rapport 
à A, nous aurons 

(1) X — R = 0, 

(2) Y — P — F = 0, 



(*) E. CoUignon. — Traité de Mécanique^ Paris, Hachette, 1881. 
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AM 
R/"— P^ — P.AN = 0; 

AM m m + l , . , 

mais — ^=:— > AN = — - — > par conséquent la dernière 

z z z 

équation s'écrira encore 

(3) R/--P^-P'iî^ = 0. 

Chacun des côtés AB et BG étant séparément en équilibre, il 
viendra, en prenant les moments par rapport à B, 

(4) p^^X/i — Ym = 0, 
et 

(5) R(/-~ h) - P'— 2— = 0. 

Ces deux équations rentrent d'ailleurs Fune dans Tautre en 
vertu de (1), (2) et (3). 

Eliminons X, Y, R entre (1), (2), (3) et (4) nous aurons 
après réductions 

F __ /i(m + /) 
'¥ ~ m{f—h) ' 

Tel est le rapport cherché. 
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121. — Six tiges égales, homogènes, pesantes, de poids p, sont 
articulées à leurs extrémités, de façon à former un hexagone régu- 
lier situé dans un plan vertical ayant son côté supérieur AB hori- 
zontal et fixe, et les autres côtés symétriquement placés par rap- 
port à la verticale du milieu de AB. Quelle force F faut-il appli- 
quer au milieu du côté horizontal opposé à AB pour maintenir le 
système en équilibre ? 

122. — On donne une barre homogène AB qui peut se mouvoir 
autour de son milieu D ; CE est une seconde barre mobile autour 
de son extrémité G située sur la môme verticale que D et au-dessus ; 



f 
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elle appuie sur AD par son extrémité E ; a Textrémité B de AB est 
suspendu un poids P. Déterminer les positions d'équilibre des deux 
barres en supposant CD = AD. 

123. — Un triangle articulé à ses sommets est en équilibre sous 
l'action de trois forces perpendiculaires à ses côtés en leurs milieux, 
proportionnelles à ses côtés et dirigées toutes vers l'extérieur. Cal- 
culer les forces de liaison. 

124. — Une ferme est formée de deux arbalétriers égaux BA, BA', 
également inclinés sur l'horizon et engagés dans un entrait AA'.Get 
entrait repose par ses extrémités sur deux murs verticaux. Calculer 
les forces de liaison, sachant que les arbalétriers sont homogènes 
pesants et qu'ils supportent une charge également répartie sur leur 
longueur et de p kilogrammes par mètre. 

125. — Une sphère est posée sur un plan horizontal et attachée 
par un fil à un point de ce plan ; en ce même point est articulée 
une tige pesante contenue dans le môme plan vertical que le centre 
et appuyant sur la sphère, tension du fil. 

126. — Déterminer les positions d'équilibre de deux poids P mo- 
biles sans frottement sur une circonférence fixe située dans un plan 
vertical et sur une tige rectiligne pouvant tourner librement autour 
d'un point A pris sur le diamètre horizontal de la circonférence. 

{Agrég.enê. spécial, 1878.) 

127. — Un quadrilatère ABCD est articulé à ses sommets ; deux 
fils AC, BD dont on connaît les tensions T, S, joignent les sommets 
opposés. Trouver la condition géométrique que le quadrilatère doit 
remplir pour que l'équilibre ait lieu. 

EULER, 1719. 

128. — Un jeu de cartes est placé sur une table horizontale. On 
avance la carte du dessus dans le sens de sa longueur, aussi loin 
qu'elle peut se tenir horizontale. Sans déranger la position de cette 
première carte sur la seconde, on avance celle-ci aussi loin que 
l'ensemble des deux cartes du dessus peut se tenir horizontal, et 
ainsi de suite jusqu'à la carte du dessous qui demeure immobile. 
Déterminer les distances dont les cartes successives avancent l'une 
sur l'autre. 

JULLIEN. 
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129.— Considérons une série de rectangles, tous de mf me lon- 
gueur, mais de largeur quelconque ; supposons-les i-éunis suivant 
leur longueur par des charnières parraitement collées, de façon à 
rnrmKK lin prisme creiis. Plaçons ce prisme sur un plan horizontal 
iment poli et versons de l'eau dans ce vase. Trouver la 
que prendra le prisme quand le liquide sera en équilibre 

{Licence este. math. Toulouie, 1890.) 

— Une planche rectangulaire homogène AB, de longueur t 
oids P, peut tourner autour d'un de ses petits cOI«s fixé hori- 
iment contre un mur vertical AG. En nn point B du côté 
: est attaché un fll BCAQ, de poids négligeable, qui passant 
e très petite poulie C placée sur le mur k une distance h de 
■nière, retombe verticalement en supportant un poids Q. Sur 
iche repose nn corps cubique d'arête a qui s'appuie contre le 
ar une arête. Ce cube n'est pas homogène, mais le poids spé- 

varieproportionnellement au carré de la distance à la face 
itact; il est h à l'unité de distance. Les points B, C et les 
s de gravité de la planche et du cube sont d'ailleurs dans un 

plan vertical normal au mur. 

lemande de calculer le poids Q qui produit l'équilibre. 

nier aussi les réactions. 

■e AB =: î, P, AC = A, o et A, on connaît l'angle 

= a que fait la planche avec le mur. 

^cra abstraction des frottements, et on regardera le Hl comme 

tement flexible. 

{Agrég. ens. second, tpéciat, 1886.) 

— Trois sphères 0, O', 0" de poids P, P, P" homogènes sont 
:s dans une coupe hémisphérique et se touchent mutuellement ; 

centres sont dans un même plan vertical avec le centre de la 
. Trouver la position d'équilibre du système. 

, — Entre deux plans inclinés on place deux sphères homo- 
de manière qu'elles s'appuient l'une contre l'autre et que 
ne d'elles touche l'un des plans. Trouver les positions d'équi- 
ilf, ces sphères. 

. — Deux pendules électriques d'égale longueur l et dont les 
s de même poids sont également électrisées peuvent osciller 
ir de deux points 0,0' situés sur une même horizontale à la 
icc 2a. Trouver leur position d'équilibroi 
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134. — On considère six barres pesantes, homogènes, 
longueur et de même poids articulées à leurs extrémités di 
k former les six arêtes d'un tétraèdre régulier reposant p: 
ses faces sur un plan horizontal. 

Calculer la traction longitudinale exercée par chaque ar 
base inférieure. 
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152. Les machines sont des instruments destinés à transmettre Faction 
des forces ; leurs organes sont des corps gênés par des obstacles quel- 
conques. 

On peut encore dire que le but des machines est de mettre en équilibre 
à Taide de liaisons des forces de grandeurs et de directions quelconques. 

La machine est dite simple quand elle n'a qu'un organe et composée dans 
le cas contraire. 

On réduit les machines simples à trois principales : le levier^ le tour et 
le plan incliné ; le corps qui la compose est alors gêné par un point, deux 
points ou un axe, ou par un plan. 

La balance à colonne et la romaine appartiennent au type levier et la 
poulie fixe au type tour. 

Quant aux machines composées, nous nous bornerons à rappeler les 
suivantes que Ton étudie en statique élémentaire : la bascule de Quintenz, 
la balance de Robervaly la poulie mobile^ les moufles, les palans, le treuil 
à engrenages, la chèvre, le cabestan, le crir^ la grue, le haquet et le binard. 

Les machines composées sont des systèmes h. liaisons complètes. 



153. Des poids P, 2?, 3P, ... (w-j- 1)P sont suspendus à des 
distances égales le long d'une barre dont le poids est négligeable 
et dont la longueur est 2a. Trouver la position du point d'appui 
pour qu'il y ait équilibre ? 

Soit AB = / la barre, G le point d'appui cherché et 
XG = X. Ce point G devra coïncider avec le centre des poids 
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qui sollicitent la barre ; nous aurons donc, en prenant les 

moments par rapport au point A, 

/ 2/ 

a?[P-4-2P+3P-h-.-f-(n-|-l)P] = 2P h3P H-4-(n+l^P./, 

n n 

ou bien 

(1) (^'^^X^ + ^) a, = [24,3,2+4.3+--+(n4-l)n] — . 
z n 

La quantité entre crochets s'écrit encore 

i 4- 1 4- 2(2 + i) -f- 3(3 + 1) H h n(n -h 1) 

= (l-h2-h... -hw)-t-(12 + 22+...-i-n2), 

ou bien 

n(n4-l) n(nH-i)(2n4-i) n(n-+-l)(n-+-2) 
Si + S, = — ^ + g = -3 

Il viendra donc en remplaçant dans (1) 

(n-hi)(n-h2) _ n(yi4-i)(n + 2) / 
2 ""^ 3 V 

et nous aurons finalement 



.f* 



2/ 






a? = 



154. /^es bras d'un levier droit sont AC et BC; au milieu 
fixe C es^ /?a?ée une ôarre 'pesante CD perpendiculaire à AB e< 
terminée par une aiguille mobile sur un arc de cercle de 
centre G. Faire voir que si Von suspend divers poids successive- 
ment à V extrémité A, les tangentes des angles que CD fait 
avec la verticale sont proportionnelles à ces poids, (Pèse-lettres.) 
Soit la position AB = 2/ inclinée de a sur Thorizontale, 

CD fera alors Tangle a avec la ver- 
ticale. 

Suspendons le poids P à l'extré- 
mité A et appelons rs le poids de 
la barre CD ; m sera appliqué en un 
certain point G et nous poserons 
CG = (f. 

Prenons les moments par rapport 
au point fixe C, il viendra pour l'équilibre 

P/ COS a = md Sin a. 




! bien proportionnel à P. 

ièse-lettres, le plateau est accroché à l'extrémité A. 

évier droit porte à ses extrémités A, B, deux poids 
y. Il reste en équilibre quand on le soutient par le 
\té aux distances CA ;= a, CB = 6 de ces deux 
On augmente les deux poids d'un même poids addi- 
l'on trouve que l'équilibre se produit quand le nou- 
e suspension C est pris à la distance c de G. Trou- 
es X et y. Entre quelles limites le point C peut-il 

(Diplôme, Sennes, 1882.) 
)reinier cas, nous avons pour l'équilibre du levier 

ax — by = 0. 
b, les deux forces p se composant pourdonner 2p 
milieu de AB et la résultante x-i-y des poids 
sant en vertu de (i) par G, le point G devra être 
et C, et nous trouvons déjà comme condition de 

:<co OU c<t:^. 

, en prenant les moments par rapport à C, il 

— c)x + p{a — c) = (6 + c)t/+p(* + c), 

<;(n-ï) = p(«-»-2<)- 

imultané des équations (1) et (2) nous donne 
_ (.1 — t— 2t)t 
"- [a + b)c ''• 

(o_J_Sc)a 



iT.?r" 
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En exprimant que x et y sont positifs on retrouve la condi- 

a — b 
tion c < — ^— • 



156. Soit une balance dont le fléau pèse 508"^; la longueur de 
ce fléau est de 40^" ; son centre de gravité est à 1*"™ au-dessous de 
Vaj:e de suspension ; V aiguille indicatrice a 20*^™ de longueur. 
Cela posé 9 on demande : 1° quel est le déplacement de l'extrémité 
de l'aiguille pour un poids p mis dans l'un des plateaux; 2° quelle 
modification il faudrait apporter à Vappareil pour qu'il pût 
peser des poids descendant jusqu'à 1 milligramme. On admettra 
que le déplacement minimum appréciable à Vœil nu pour l'extré- 

1 

mité de V aiguille est de — millimètre, 

(Journal de Vuiberty 1882-83.) 
\^ L'inclinaison a du fléau sur Thorizontale est donnée par la 



formule connue 



tga== 



Pl 

md 



Faisons dans cette formule / = 20*"", 
il viendra 



w = 50»% d = 1 



cm 



tga = 



2p 
"B" 



L'aiguille ayant même déplacement angulaire a que le fléau, 
son extrémité décrira un arc a défini par 

20. ira 



a = 



180 



a étant exprimé en degrés. 

2** L'angle a étant très petit nous pourrons remplacer tg a par 
Tare a; alors si p = O^sOOl, nous aurons 

0,001 X / 



a = 



xs 



d 



Le déplacement de l'extrémité de l'aiguille sera 20a exprimé 
en centimètres ou bien 

CARONNET. — PROBL. DE MÉGANIQUE il 
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0,001 X 20 X / 



■ pour ([u'il soit appréciable nous devons avoir 



i ^ 5 
)Ourra par exemple vérifier cette inégalité en changeant l'axe 
ispension, c'est-à-dire en faisant varier d et en conservant les 
es données de l'appareil ; il viendra alors 
bOxd 2 

20 "^ b' 
d < 0-,16. 

17. Un fil flexible qui pèse p par métré courant a une loti- 
ij" / et porte à ses extrémités deux poids P, Q, On demande 
lacer ce fil en équilibre sur la gorge d'une petite poulie. 
licalion numérique [Alger, brevet) : 
p = Of',4 / = 12™, P = 9i", Q = 7B^ 

Supposons le problème résolu et soient AB = x, 
A'B' = y les longueurs des brins du (il. 
La poulie étant supposée très petite, nous aurons 
(1) x + y = l. 

D'autre part, l'équilibre étant réalisé la résultante 
des forces parallèles F +px et Q-^py rencon- 
trera l'axe de la poulie, nous aurons donc 

P+px = Q+py, 

dou 
, 0-P 

) ^-y=—- 

suite (IJ et (2) nous donneront après résolution 
_ pl+Q-f 
'- ïf • 

_ pl-hf — q 



Supposons P > Q, pour que l'équilibre soit possible, il 
et il suffit que a; et y soient positives. 
On a évidemment y > 0, et il viendra pour uniquecondi 
;>/ + Q — P>0, 
d'où nous tirons 

P<Q-I-W- 

L'un des poids P devra donc vérifier la double inégalité 

Q<P<Q-f-p/. 

Application. — Si nous faisons dans ces formules p = 0* 

1 = 1^-, P = 9ïf, Q = 7>s', nous obtiendrons 

X = 3°',50, y - S-.SO. 

158. Un fil extensible AB = 2/ est tendu horizontalew. 
ses extrémités étant fixées en A et B. On pose sur ce fil 
poulie trèspetite; cette poulie dont la chape supporte un poid 
repose verticalement sur le fil qui passe sur sa gorge. Sacl 
que l'allongement du fil est proportionnel à sa tension T et 

cet allongement est 2 — pour la tension 1, on demande la fii 
d'équilibre du fil. 

Dans la position d'équilibre, les tensions T des deux brins 
fi! sont égales et font équilibre au poids 2P dont la dîrcc 
passe par le centre de la f 
lie, par conséquent les d 
brins du fil auront même 
gueur X, le triangle ACB é 
isocèle. 

Soit Cï la verticale ascendante menée par le centre d 
poulie, et posons AGs = y, il viendra en exprimant l'éi 
libre de la poulie 

2P = 2Tcosi/. 
D'autre part l'allongement du lil étant 2(a; — /), nous ai 
en vertu de l'hypothèse 
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I, le triangle ACB nous donne 

/ = xsiny. 
rois équations que nous venons d'écrire vont nous fournir 
le 2y des deux brins du fil et sa tension T. 
us avons en effet 

sin y cos y = cos y — sin y, 

cos y 
, élevons au carré les deux membres de (1), il viendra 

sin' y cos* y — 1 — 2 sin y cos y, 
ien sin' 2y + 4 sin 2y — 4 = 0. 

gle 2y étant inférieur à 180°, la racine positive convient 
! et nous avons 

sin2i/=2(t/T— 1). 
nalement, en exprimant cos>/ en fonction de sin 2i/ et 
tituant dans (2) nous obtiendrons pour la tension du fil 
2P 



T =- ,—.^. 



\/2v'ï-J-Hv/3-2^2 

i9. Un fil sans poids ABCA, flexible et inextensible, passe 
feux poulies fixes A, B et porte une poulie mobile C chargée 
poids en équilibre. Les rayons des poulies sont très petits et 
igeables; leurs axes sont parallèles ettireeux et horizontaux, 
tonne i, inclinaison de AB sur l'horizon ; 2/, longueur de 

rCB; ie, rapport -— ^ ^ ; 2P, valeur du poids. 

i demande les longueurs, les inclinaisons et les tensions 

actives des cordons AG, GB. 

opliquer les formules au cas particulier : 

= 30" ^ = T' / = P=*'7" (sic). 

{Baec. es sciences, Rennes, 1888.) 
S tensions T, T' des deux brins CA, CB du fil sont égales ; 



par suite la bissectrice de l'an 
Nous avons donc 

AB AC 

sin 21 sin ^ 



gle ACB = 2<x 

CB 

nh ~ sin BAC 



mais BAC = 90° ■ 



ABC = 90' — ' 
AC-hBG 



.S(a 




«S {» — i) 

sin a = 2e cos i. 
La tension du lil sera dor 
^^ P _ P 

~ COs a \H — 4e' 

Évaluons AC et BD. 
Nous avons 
BD AB 



sin i sin adB 
d'oii BC — GA 
et BG + CA = 2(. 

De ces deux équations nous tirons linalement 



4e/ 1 



L /l — 4e* cos^ ïJ 
r 2e sin i "I 



Pour que GA soit positive, il faut 

2e sin i < v'I — 4e' cos' i, 
d'où . 2e <J. 

Il y a donc impossibilité pour l'exemple numérique < 

160. Position d'équilibre d'une lanterne. 
Soit P le poids de la lanterne et Q le contrepoids. 
Les tensions des deux brins GA, GB seront égales, le 
commune sera Q en vertu de l'équilibre delà poulie lis 



"^-ïi"! 
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conséquent, la poulie mobile G étant en équilibre, la verticale 
GG sera bissectrice de Tangle ACB et nous aurons en outre 

P = 2Q cos X, 




d'où 

(i) 



cos a? = 



2Q 



d'où 



Pour que x convienne, il faut et il 
suffit que le triangle ABC soit possible. 
Or nous avons 

BAC = W—x-oL^ XbC = 90°-a:-ha, 

ÎCB = 2x. 

Chacun de ces angles devant être posi- 
tif et inférieur à 180°, nous aurons 

< a? < 90° — a, 

1 > cosa?> sina. 

Par suite les conditions de possibilité s'écriront 

F 
Q > -ô- > Q sin a. 

Ces conditions étant remplies et connaissant x, le triangle ABC 
se construira facilement. 
La pression p sur la poulie B se calcule aisément; on a,enefi'et, 

p = 2Qcos-^ = 2Qcosy, 

ou bien en tenant compte de (1) et éliminant x 

p = v/Q(P -h 2Q) . 

161 . Un corps de poids P placé sur un plan incliné de 30° 
est fixe à ^extrémité d'une corde qui passe sur u^ie poulie de 
renvoi placée au sommet du plan et s'enroule sur le treuil d'un 
cabestan. On demande quelle force il faudra exercer à V extré- 
mité des manivelles pour maintenir le corps en équilibre. Le 
rayon du treuil est égal à 10*^°^ et les manivelles ont 1 mètre. [On 
négligera les résistances passives.) 



Décomposons le poids P du corps suivant la ligne de 
la normale au plan incliné, cette dernière force sera détr 
la résistance du pli 
premit're composan 
égale à la tension 1 
corde. 
Nous aurons donc 

T = Psin30° = 

D'autre part, il viendra en vertu de l'équilibre du cab* 
en représentant par F la force inconnue : Tx 10 = F 




162. Trois hommes pesant chacun 7S'' se proposent d'i 
l'aide du treuil des carriers une pierre pesant âSOO"^. Les 
du cylindre et de la roue étant de 0°,18 et de 3", à que 
tance de l'axe devront-ils se placer? 

Soit X cette dis lance, nous aurons en prenant les' mi 
par rapport à l'axe du treuil 

3 X 75 X a; = 2500 x 0,18, 



Le rayon de la roue à chevilles étant de 3™ on voit 
problème est possible. 



163, Trouver la relation qui existe entre la puissa'no 
résistance dans le système des trois tours indiqué par la 

Soient r, r', r\ R, R', R° les rayons des petits et des ; 
cylindres, P la puissance, le poids Q qui figure la résista 
enfin p, p' les tensions des cordons qui passent d'un 
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idre sur un grand, nous aurons eo exprimant que chacun 
tours est en équilibre 
_ RP = rp, 

R'p = t^p', 
RV = /Q. 
Multiplions ces trois égalités membre à mem- 
bre, il viendra 

R.R'.R'.P = r.r'V.Q, 
d'où 

P _ rKr" 
Q " RR'R* ■ 
Dans le cas de n treuils et en supposant 
r = »^ = )"= ..., R = R' = R°= ... 

nous aurons 



14, L'arbre vertical AB d'une grue ABC est maintenu en B 
vn anneau horizontal, tandis que son extrémité A repose 
■ une crapaudine. Le tirant BC fait un angle de 150° avec 
La verticale du centre de gravité de la grue rencontre BG 
Uxième de sa longueur à partir de B, Le poids de la grue 
im kilogrammes. En G est suspendu un poids de 6000 
irammes. Sachant que AB = l^.STS et BC = 3'^,^i, on 
inde : 1° la résistance du collier B; i" la direction et la 
grandeur de la résistance de la crapau- 
dine. 

[Conc. acad. Douai, 1873.) 

La réaction R du collier est normale à 
la direction verticale de l'arbre AB. 

Quand il y aura équilibre, B et la réac- 
tion S de la crapaudine seront dans un 
plan avec le poids de la grue et celui qui 
est suspendu en C. Nous délinirons S en 
grandeur et direction par ses composantes 
X et Z, l'une horizontale, l'autre dirigée 
ant AB. Ceci posé, projetons sur l'horizontale et la verticale 
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et prenons les moments par rapport au point B; il viendra 

Z = 6000''«^ -H 2500''^ = 8500''«^, 
X ~ R = 0, 

1,378 X = i (2 500 X 0,372 + 6000x3,72); 



d'où nous tirons 



X = R = 8 436^^ environ. 



En résumé la réaction du collier sera de 8500''8^, et les compo- 
santes de celle de la crapaudine seront 



X = 8436^^ 



Z = 8500^8^. 



M' 



'■\' 



,;a 



165. Dans une grue le treuil à engrenages est ainsi formé : 
sur l'axe de la manivelle de rayon X est un pignon de 9 dents 
engrenant avec une roue de 54 dents ; sur Vaxe de cette roue^ un 
pignon de 9 dents^ engrenant avec une seconde roue de 54 dents ; 
sur Vaxe de la seconde roue^ un pignon de ii dents ^ engrenant 
avec une roue de QQ dents, faisant corps avec le treuil. On suppose 
en outre que la longueur X de la manivelle est triple du rayon r 
du treuil et on demande V effort Q à exercer pour élever un poids 

P=z 30000 kilogrammes. 

Appelons p, p', p" les 
rayons des pignons et r, /, 
r\ r"' ceux des roues. 

Il se développe dans la 
position d'équilibre au con- 
tact d'un pignon et de la 
roue qui le touche des 
actions égales et de signes 
contraires , Tune agissant 
sur la roue, l'autre sur le 
pignon. 

Nous aurons, en écrivant que chacun des couples en contact 




■.V 

,v ■«' 



^ 
^'i' 



1'- 



9P = 9'^, 
?'V' ~ P"''"'. 

?Y = Q>, 

nultipliant membre à membre, 

p 

-T-1'Pp'p'' = QXr'r"/", 



aarquons que si l'on considère une roue et un pignon en 
:t leurs rayons sont proportionnels aux nombresdes dents, 
"oduisons les données de l'énoncé ; il viendra 



Q = i 



Q = 23 kilogrammes environ. 

. Équilibre d'un corps reposant sur un plan incliné parfai- 

'. poli. 
P le poids du corps appliqué à son centre de gravité G 

posons-le soumis à l'action d'une force F, destinée à le 
maintenir en équilibre sur le 
plan, cette force étant appliquée 
en un point A. 

Il faut et il suffit pour l'équi- 
libre que F et P admettent une 
résultante normale au plan, diri- 
gée de façon à maintenir l'adhé- 
rence du corps au plan, et perçant 

le plan à l'intérieur du polygone 

convexe d'appui. 

it de là que F et P sont situées dans un même plan ver- 
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tical coupant le plan incliné suivant une ligne de pente. Figu- 
rons la section par ce plan. 

Soit a Tinclinaison du plan et 6 l'angle de F avec la parallèle 
ascendante Ar à la ligne de pente ; la somme des projections des 
forces sur kx sera nulle et nous aurons 

(1) FcosO — Psina = 0. 

En outre, la somme de leurs projections sur Ay sera négative et 
il viendra 

(2) Fsinô — Pcosa<0. 

r 

Eliminons P entre (1) et (2) nous obtiendrons, sina étant 
positif, 

COS (0 -h a) > 0. 

Cette inégalité exprime, comme on le voit aisément en traçant 
l'horizontale Az, que la direction AF doit être située à droite de 
la verticale uu' ; mais en vertu de (1) on a cos6 >0, et en 
tenant compte de cette nouvelle condition on voit que AF ne 
doit pas sortir de Tangle «Ay'. 

Mais tout ceci n'est pas suffisant, et il nous faut maintenant 
exprimer que les forces ne font pas basculer le corps, c'est-à-dire 
que leur résultante perce le plan à l'intérieur du polygone 
convexe d'appui. Pour cela, considérons les tracés M, M' du poly- 
gone d'appui sur le plan de la figure; la résultante de P et F 
d'ailleurs située dans le plan AMM' devra percer le plan entre M 
et M', et nous exprimerons cette condition ;en évaluant la somme 
des moments des forces par rapport à M et M' et en écrivant 
que la première quantité est positive et la seconde négative 
ou inversement suivant la convention de signe adoptée pour les 
moments. 

Les deux inégalités que l'on obtiendra ainsi délimiteront de 
nouveau 6 et diminueront en général le premier champ wAy 
de ses variations. 

Cas particulier, — Supposons le plan horizontal, alors a = 
et (1) s'écrira 

F cos = 0, 
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B. 




;jï::^vi^ 



d'où e = dz 90o. 

La force F doit donc être verticale. 
Supposons F dirigée de haut en bas 
et plaçons-nous dans le cas de la 
figure ; on voit qu'il y aura équilibre 
pour toute grandeur de F. 

Enfin, supposons F de sens con- 
traire à P et P>F; composons 
d'ailleurs ces deux forces, leur résultante P — F coupera AG 
en un point g qui devra être situé à droite de B ; or nous avons 

gX GA 



*P 



r 



d'où 



et il viendra 



P 
P 



P— F 
P 



GA, 



P— F 
d'où nous tirons finalement 



P — F 
GA < AB, 



BG ^ 
F <: — --P 
^ ^ AB 

On discuterait de même quand on a P < F. 

167. Deux poids P e< F reliés entre ettx par un cordon inex- 
tensible et très fin se font équilibre sur deux plans inclinés de 
même hauteur ; le cordon qui les unit passe sur une petite poulie 
fixée à l'arête horizontale commune et ses deux brins sont 
parallèles aux lignes de pente des deux plans. Trouver : 

1® La relation qui doit exister entre les inclinaisons a et a' 
des deux plans et les poids P e/ F ; 

2" Montrer que si l'on fait glisser les poids sur les deux plans^ 
le centre de gravité reste toujours à la même hauteur, 

i^ Le poids P est en équilibre en vertu de l'existence de la 
réaction normale du plan et de la tension T du fil. Par consé- 
quent nous aurons en projetant les forces sur la ligne de pente 

T = P sin a. 




r 
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Il viendra pareillement en exprimant l'équilibre du poids F, 

T = F sin a', 

mais T = r ; en effet 
s'il n'en était pas ainsi, le 
fil glisserait sur la poulie ou 
plutôt la ferait tourner et 
l'équilibre n'existerait pas, 
par conséquent nous obtiendrons 

(1) P sin a = F sin a', 

ou bien encore, / et /' étant les longueurs des plans, 

2° Traçons l'horizontale HH' tangente à la poulie et soit x lu 
distance à cette droite du centre de gravité du système des deux 
poids, il viendra en prenant les moments par rapport au plan 
perpendiculaire à celui de la figure et passant par HH' 

(P -H P> = P.CG sin a -h F.CG' sin a', 

ou bien en tenant compte de (1), 

(P + F)ip = p sin a(CG + CG') = Prf sin a, 

d étant la longueur du cordon. 
Nous obtenons donc finalement 



Pc? sin a 



sin a sin a! 



X = 



.d. 



P -h P' sin a -4- sin a' 

X est donc bien indépendante de la position du système. 



168. Equilibre d^un cube pesant ^ reposant par une face sur 
un plan incliné parfaitement poli et maintenu par une force F 
appliquée au milieu de l'arête la plus élevée. 

Le poids P du cube et la force F doivent être situés dans un 
même plan normal au plan incliné ; d'ailleurs ce plan étant ver- 
tical comme contenant P coupera le plan incliné suivant une 
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ligne de pente. Il suit aussi de là que les côtés du carré d'appui 

seront parallèles aux horizontales et aux 
lignes de pente du plan incliné. Soit 6 
l'angle de AF avec Aa?, il viendra en 
projetant sur kx et Ay, 

(1) F cos 6 = P sin a, 

(2) F sin e — P cos a < 0, 
d'où nous tirons 

(3) cos (e H- a) > 0. 

Ceci posé, portons AB = P sin a, 
traçons Bu parallèle à yy' ; d'après (1) 
l'extrémité F de la force AF devra appartenir à la droite Bv, 
et l'inégalité (3) exprime que la direction AF est contenue 
dans l'angle uXy', 

Il reste maintenant à écrire que la résultante des forces P et F 
perce le plan à l'intérieur du carré d'appui. Pour cela (166) nous 
prendrons les moments par rapport à M et à M' et nous aurons 

MiP4-MiiF<0, 

M'm'P-1-ML'F>0; 

(en considérant le moment comme positif, quand la force en- 
traine son bras de levier dans le sens inverse à celui des aiguilles 
d'une montre), ou bien 

P sin a — P cos a 4- 2F sin — 2F cos 6 < 0, 

P sin a -h P cos a — 2F cos 6 > 0, 

ou bien encore, en éliminant F et P à l'aide de (1), 

(4) 2 sin a sin — cos a cos 6 — sin a cos 6 << 0, 

(5) cos e (cos a — sin a) > 0. 

Cette dernière inégalité nous donne, en remarquant que cos 
est positif, 

cos a — sin a > 0. 

Par conséquent, pour que l'équilibre soit possible, le cube repo- 
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sant sur le plan par une face, il faut d'abord que rinclinaison 
du plan incliné ne dépasse pas 45°. 

Considérons maintenant l'inégalité (4), nous aurons en divi- 
sant par la quantité positive 2 sin a cos 0, 

. r. ^ cos a -f- sin a 

tg6< - 



2 sin a 

Cette inégalité n'est pas vérifiée pour toute valeur de 6 com- 
prise entre — 90° et 90° — a, c'est-à-dire pour toute direc- 
tion AF comprise dans l'angle uky'^ remplaçons en effet 6 par 
90o — a, nous aurons 

cos a -j- sin a COS a -h sin a COS a — sin a 
tg^ Ô-' =:COta — ^ = -— >0; 

^ 2 sm a 2 sm a 2 sm a 

par conséquent elleassignera une nouvelle valeur maximae=DAa*, 
de sorte que nous voyons finalement que la direction AF devra 
être contenue dans l'angle Dky'. Quand AF viendra en coïnci- 
dence avec AD, le cube sera sur le point de basculer, en 
d'autres termes la résultante des forces P et F passera par le 
point M. 

L'angle 6 étant connu entre 90° — y AD et — 90% on 
aura 

Psina 



F = 



cos 6 



169. Genou. — Cette machine est composée de deux barres 
ou verges AO, BO articulées en 0. L'extrémité A de la pre- 
mière est liée par une charnière à une barre inébranlable AC, 
et l'extrémité B de la seconde est assujettie à glisser dans la 
rainure fixe AC. 

La puissance P est appliquée en n et dans la direction la plus 
favorable, c'est-à-dire perpendiculairement à An. 

La résistance Q est appliquée en B dans la direction BA. 

Etudions l'équilibre de cette machine. 

Outre les forces P et Q nous devons considérer la réaction 
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e sur l'extrémité B et les actions mu- 
tuelles R, R' égales et di- 
rectement opposées qui se 
manifestent à la char- 
lière 0. 

D'ailleurs , en vertu de 
l'équilibre de la verge 0B> 
R' et R seront dirigées 
suivant cette tige. 

Ceci posé, écrivons que le 
levier AO est en équilibre, 
nous aurons en prenant les 
moments par rapporta A, et en posant An — r, AO = a, 
(1) )-P = a8inO.R. 

il viendra ensuite en vertu de l'équilibre des trois Ibrces 
R', Q et S, 

R = R.= « =^, 
cos B sin B 

s relations (I) et (2) 

P a sinO 

"Q" ~ V cosB' 

Q 



(2) 



et nous tirerons d 



(3) 



R = 



R' = - 



" cosB 



= QtgB 



Discutons la relation (3). A mesure que B diminue, aug- 
mente ; par suite P étant donné, Q augmentera à mesure que 
les deux côtés du genou se rapprocheront de AC et pourra ac- 
quérir une valeur supérieure à toute quantité donnée. 

Oo voit encore que la puissance a un avantage d'autant plus 

grand que le rapport — est petit. 

Genou isocèle. — Le genou est isocèle quand on a AO — flO ; 
alors sin — 2 sin B cos B et la relation (3) s'écrit 
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Le genou peut remplir le même but que la vis. On s'en sert 
pour exercer à Taide d'une puissance médiocre des pressions 
considérables ou pour former sur certains corps de fortes em- 
preintes. Il a l'avantage sur la vis d'être d'une construction plus 
simple. 



170. PoNT-LEVis A CHAINE DE PoNCELET. — Soit OA le tablier 
mobile autour de la charnière 0. Son poids peut se décom- 
poser en deux autres, l'un Q appliqué en A, l'autre appliqué 
en et détruit par la fixité delà charnière. 

A l'extrémité A est attaché un cordon qui passe sur une 
poulie très petite I, puis sur une autre C et supporte à sa 
seconde extrémité une chaîne DH pesant p par mètre courant 
et de longueur L. Cette chaîne destinée à servir de contrepoids 
au tablier a une extrémité attachée en un point H voisin de la 
verticale du point D. On suppose 01 verticale, 01 = A et 
AI=a. 
Nous nous proposons de rechercher les relations qui doivent 

exister entre les données 

1 C précédentes pour que le 

tablier soit en équilibre 
dans toute position. 

Considérons la posi- 
tion OA' du tablier, pour 
qu'il soit en équilibre il 
faut que la résultante R 
du poids Q et de la tension du fil soit dirigée suivant A'O. 
Nous aurons donc, les triangles ART et AOI étant semblables, 

J. _ JL 

h ""Al' 

Soit X la longueur dont s'abaisse l'extrémité D de la chaîne, 

on aura 

Al = AI — a? = a — x^ 
et il viendra 

Q T 

1) ^= 

h a — X 
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Le point D étant descendu de a?, supporte le poids piL — — ) 



X 



de la chaîne et H le poids p —j par suite la poulie fixe étant 

z 

en équilibre , nous aurons 

(2) T=p(l-| 

et nous obtiendrons en éliminant T entre (1) et (2) 

Q(a — a?) = phyL— |-j. 

Le pont-levis devant être en équilibre indifférent, Tégalité pré- 
cédente sera vérifiée quel que soit X et nous aurons 

2Q = ph, aQ = phh. 

Telles sont les deux conditions cherchées. 

171. PoNT-LEvis A FLÈCHE. — « Soit AB le tablier d'un pont, 
mobile autour d'un axe horizontal A; deux chaînes BC partent 
des deux côtés du tablier, et vont s'attacher aux extrémités de 
deux flèches CD formant un cadre mobile autour d'un axe 
horizontal E; un contrepoids Q supporté parlas deux flèches, 
sert à équilibrer le poids du tablier. On prend EG = AB et 
BG = AE; la figure ABGE est un parallélogramme dans toutes 
ses positions; il en résulte que l'angle dont tourne le tablier est 
toujours égal à celui dont tournent les flèches. Nous pouvons 
concevoir que chaque chaîne soit remplacée par deux masses 
égales chacune à la moitié de sa masse et placées à ses deux 
extrémités; soient G, G' les centres de gravité du tablier d'une 
part et des flèches avec le contrepoids Q d'autre part, en y com- 
prenant de part et 
d'autre les masses 
qui tiennent lieu 
des moitiés des 
chaînes; soient en 
outre, P et F les 
poids de ces deux 
parties du système; 
le point d'application de la résultante des forces parallèles et de 
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même sens P, F appliquées aux points G, G', sera le centre de 
gravité du système tout entier. On détermine le contrepoids Q, 
de manière à satisfaire à deux conditions, savoir : 1® que la ligne 
EG' soit parallèle à AG, pour une position particulière du 
système; 2^ que Ton ait la proportion 

P _ EG^ 
F ■" AG ' 

Le parallélisme de EG' et de AG se conservera dans toutes 
les positions que Ton peut donner au système; par conséquent, 
d'après la seconde des conditions précédentes, le centre de gra- 
vité de tout le système se trouve en un point 0, situé sur AE 
et tel que 

A0_^ _ F^ 

E0~ Eff "" T* 

Il résulte de là que le pont-levis, ainsi constitué, est en équi- 
libre indifférent dans toutes les positions qu'on peut lui 
donner. » f) 

PoNT-LEvis deBéudor. — Au Ucu d'accrochcr les chaînes qui 
supportent le tablier d'un pont-levis à flèches munies de contre- 
poids, on peut faire passer ces chaînes sur des poulies placées 
au-dessus du tablier et suspendre à leurs extrémités des contre- 
poids destinés à équilibrer le poids de ce tablier. On peut, 
en outre, obliger ces contrepoids à glisser le long de courbes 
fixes construites de façon que le pont-levis reste en équilibre 
dans toutes ses positions. 
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135. — Aux deux extrémités d'un levier droit et horizontal sont 
suspendus deux poids, l'un de 500»% l'autre de 1225»'' ; le levier pèse 
450»'' et a la forme d'un prisme droit de 0™,60 de long, et la subs- 

(*) Delaunay, Mécanique ratiofinelle , Masson, Paris, 1856. 
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tance dont il est formé est homogène. On demande où doit être 
placé le point d'appui pour qu'il y ait équilibre. 

(CoRC. aead. Parit, 1878.) 

136. — Une poutre homogène AB portant en A un poids de .30'b 
et en B 80'» est en équilibre sur le point d'appui C. On a 
AC = 2",~, BC = t",4. Calculer le poids de la poutre. 

(Conc. aead. Bordeaux, î873.) 

137. ~ Dans un levier AB dnpoidsdc !>« fixé en C, on« AC = 2*", 
BC = 3^. Un poids P est soutenu par deux fils AD, BD de 4^" et 
de 3''" de long. On demande quelle force verticale il faut appliquer 
en A pour maintenir le levier horizontal. 

{Conc. aead. Bordeaux, 1875.) 

138. — Dans un levier coudé AOB, mobile autour du point 0, on 
a A0 = 20B, Ai5B = 150" et OB est horizontal. Quel doit être le 
rapportdes poids P et Q suspendus en A et B pour que le levier soit 
en équilibre? 

(fiocc. Parts, 1879.) 

139. — Trouver la position d'équilibre du levier AOB mobile 
autour (te et dont les extrémités sont repoussées par un point 
fixe I avec des intensités données P, Q, sachant que l'on a 
OA = OB = 01. — Stabilité ■>. 

140. — Aux extrémités A et B d'un levier coudé AOB sont appli- 
quées des forces P et Q respectivement perpendiculaires à OA et 
à OB. On connaît AOB = a, OA = a, OB = 6, p le poids de 
l'unité de longueur du levier. Trouver la condition d'équilibre. 

(Sainl-Cyr, 1H96.] 

141. — lin solide est formé de 2 barres homogènes AB, BC dont 
les longueurs sont « et b et qui sont à angle droit l'une sur l'autre. 
Il est mobile autour de A et il prend sous l'action de la pesanteur 
une certaine position d'équilibre. 1" Déterminer l'angle a que fait 
AB avec la verticale AX quand l'équilibre est établi ; 2° après avoir 
indiqué le calcul de cet angle on suppose b = a <j^, et l'on effec- 
tuera alors le calcul en degrés, minutes et secondes. 

(Brevet de Vem. spécial, LUle, 18S1.) 

142. — Une barre droite homogène' AB fixée en A fait un angle 
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de 30o avec l'horizon. Quelle est la force F perpendiculaire à la barre 
et appliquée à l'extrémité B qui la tient en équilibre dans cette 
position, sachant qu'à 0™,30 du point A est suspendu un poids Q 
de 10^8, que la barre pèse 2*^^ et que sa longueur est 1™,50. Généra- 
liser le problème et le résoudre en prenant pour inconnue la lon- 
gueur de la barre sachant qu'elle pèse p kil. par mètre courant. 

Condition de possibilité. 

(Conc. acad, Montpellier, 1875.) 

143. — Étudier la sensibilité d'une balance, sans faire usage de la 
formule connue, mais en composant les forces en action. 

144. — Un corps paraît peser \V^^ quand on le place dans l'un des 
plateaux d'une balance et lo^^^r^o quand on le place dans l'autre. 
Trouver son poids réel. 

145. — L'un des bras de levier d'une balance fausse surpasse le 

1 
plus petit de la fraction — de sa longueur. Quand on se sert de cette 

balance, on met aussi souvent les poids dans un plateau que dans 
l'autre. Calculer le gain ou la perte du marchand. 

146. — Pour peser un corps, on se sert d'une balance dont les 
bras du fléau inégaux sont cependant très peu différents. Suivant 
que l'on place le corps dans l'un ou l'autre des plateaux, les poids 

marqués sont P ou P — £. Démontrer que P ^ représente le 

poids approché du corps avec une erreur absolue par excès infé- 

rieure a -rr-- 
2 



147. — Un poids de 2580''» est suspendu à la chape d'une poulie 
mobile ; les cordons parallèles de cette poulie sont attachés aux 
cylindres de deux treuils A et B ; deux forces agissent sur les ma- 
nivelles de ces treuils et font équilibre au poids. Le rapport du 

3 5 

rayon à la manivelle est — pour le treuil A, et — pour le treuil B. 

Trouver la valeur de ces forces. 

{Dipl. ens. spécial^ Rennes, 1879.) 

148. — Les deux cordons d'une poulie mobile en équilibre font 
un angle de IS». Calculer à 0,001 près le rapport de la puissance à 
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la résistance. En partant des propriétés du décagone régulier, on 
calculera les lignes trigonométriques dont on aura besoin. 

{Diplôme â^ études, Toulouse^ i882,) 

149. — Avec un treuil différentiel, on veut élever un poids de 
loO'^ff. On demande : l» Tefifort qu'il faut exercer, sachant que la 
longueur de la manivelle est de 50<="^ et que les rayons des deux 
cylindres sont égaux à 10*^°» et à 6*=™ ; 2° la hauteur d'ascension du 
corps, qui correspond à un tour de manivelle. 

150. — Un treuil des carriers porte un poids inconnu P en un 
point A de la circonférence de sa grande roue, le rayon OA = R 
de cette roue fait un angle a avec la verticale. Sur le cylindre de 
rayon r de ce premier treuil s'enroule un cordon G qui agit sur la 
roue de rayon R' d'un second treuil, dont le cylindre a un rayon r'. 
Enfin sur ce dernier cylindre s'enroule un cordon G' qui est paral- 
lèle à un plan incliné d'un angle jâ sur l'horizon et qui maintient en 
équilibre sur celui-ci un fardeau de poids Q. Galculer le poids Q, 
en négligeant tous les frottements. 

Application. — R = 5r, R' = 5r' B = 30o, a = 60o, Q = 1000^». 

{Diplôme^ Alger j Î88i.) 

151. — En agissant sur la manivelle d'un cabestan établi au som- 
met d'un plan incliné AB, on maintient en équilibre sur ce plan un 

poids M de 2580''». Quel est l'effort exercé sur la manivelle du ca- 

1 
bestan, sachant que la longueur AB du plan incliné vaut 2 fois — 

2 
i>a hauteur AG et que le rayon du treuil est les — de la longueur de 

la manivelle ? On admet que, grâce à une poulie de renvoi, la 
corde se maintient parallèle à AB. 

(Diplôme d'études^ Nantes, 1877 ^ 

452. — Galculer dans la chèvre la tension du câble qui la main- 
tient. 

153. — Dans un cric, la manivelle a une longueur l = 40c™, \q 
pignon de cette manivelle a pour rayon r = S""^, ce pignon 
engrène avec une roue dentée de rayon R = 12'=™, enfin le pignon 
qui fait corps avec cette roue et qui fait mouvoir la crémaillère a 
5cm de rayon. Galculer l'effort à exercer pour soulever un poids 

de 3201^». 
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454. _ Un cône circulaire droit repose par sa base sur un plan 
incliné parfaitement poli. Trouver l'intensité et la direction qu'il 
faut donner k une force F appliquée au sommet pour tenir le cône 
en équilibre. 

155. — Deux plans inclinés sont rapprochés par leur arête culmi- 
nante ; ils font entre eux un angle de HO". Leurs charges sont rete- 
nues l'une k l'autre par une corde passant sur une poulie de renvoi 
et qui reste parallèle à chacun des plans. Les charges sont de 342^8r 
et 567^». Elles restent en équilibre. On propose de calculer les 
angles des plans inclinés avec l'horizon. 

{ Diplôme j Douai.) 

156. — Deux plans inclinés polis se coupent suivant une hori- 
zontale et à angle droit. Une chaîne homogène pesante à mailles 
très petites repose sur ces plans. 

10 Déterminer la position d'équilibre de la chaîne. 
2° Trouver le lieu que décrit son centre de gravité, quand on la 
fait glisser sur les plans inclinés. 

157. — Un cube repose sur un plan horizontal parfaitement poli 
et est sollicité par une force appliquée à l'un quelconque de ses 
sommets. Étudier son équilibre et la stabilité. 



V"' •▼" 



%— -~ 



•~ •î:*'^*' 



*j<. 



CINÉMATIQUE 



CHAPITRE I 



HOnVEHENT DU POINT 



172. Dans le mouvement du point on considère : 

lo Sa TRAJECTOIRE, OU la Toutc qu'il suit; 

2o L'espace qu'il parcourt ; cet espace est compté à partir d'une origine 
donnée sur la trajectoire ; 

S** Le TEMPS. 

Le mouvement est dit rectiligne ou curvUigney suivant que la trajectoire 
est une droite ou une courbe. 

On prend, en général, comme unité d'espace le mètre et pour unité de 
temps la seconde de temps solaire moyen. 

On appelle loi des espaces du point une relation 

(1) e = at) 

qui lie l'espace et le temps et qui, par suite, donne Tune de ces deux 
quantités, l'autre étant connue. 

En d'autres termes, si l'on connaît la trajectoire, l'équation (1) donne la 
solution des deux problèmes : 

10 Trouver la position du mobile à un instant donné ; 

2o Trouver l'époque t à laquelle le mobile occupe une position donnée. 

11 est souvent utile de construire la courbe représentée par l'équation (1) ; 
on adopte alors deux axes rectangulaires, on porte le temps en abscisse et 
l'espace en ordonnée et on obtient ainsi le diagramme de la loi des 
espaces. 

CARONNBT. — PRORL. DE MÉCANIQUE. 13 
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Quand ({t) = a« -h ft, 

a et & étant deux constantes, le mouvement est dit uniforme. 
Il est uniformément varié quand on a 

a, & et c étant des quantités constantes. 
Enfin, le mouTement est dit varié dans tous les autres cas. 

173. ViTBssE. — Quelles que soient la trajectoire et la loi du mouvement, 
on appelle vitesse moyenne du temps t au temps f , le rapport 



V„ = 



et' - et fit') - f{t) 



t'--t 



t'-t 



de l'espace parcouru au temps t' — t employé à le parcourir. 

La vitesse. à Vinstant t est la limite vers laquelle tend ce rapport quand 
t' tend vers t. La vitesse à l'instant t est donc la dérivée de l'espace par 
rapport au temps. 

On représente géométriquement la vitesse par un segment porté sur 
la tangente à la trajectoire dans le sens du mouvement, ayant pour origine 
le point de contact (c'est-à-dire le mobile) et pour longueur V^ 

Nous rappellerons, et ceci est facile à établir, que la vitesse est égale 
au coefficient angulaire de la tangente au [diagramme de la loi des 
espaces. 

174. Courbe indicatrice des vrrEssEs. — Si par un point quelconque de 

l'espace, pris pour origine, on construit les segments Ot?, Ov\ éqiiipol- 

lents aux segments-vitesses d'un mobile, on obtient pour lieu des extrémités 

Vt v\ de ces segments une courbe appelée indicatrice des vitesses du 

mobile considéré. 



175. .Accélération. — 1© Mouvement rectiligne. — Vaccéléi^ation moyenne 
du temps t au temps t' est, par définition, le rapport 



r« = 



t'-t 



de la variation de vitesse à l'accroissement du temps t — t. Vaccélération 
au temps t est la limite vers laquelle tend ce rapport quand f tend 
vers t. 

Ainsi, dans un mouvement rectiligne, l'accélération au temps t est la 
dérivée de la vitesse ou bien encore la dérivée seconde de l'espace par rap- 
port au temps. 

On représente l'accélération par un segment porté sur la droite trajectoire 
dans le sens du mouvement, et ayant pour origine le mobile à l'instant con- 
sidéré. 

20 Mouvement curviligne. — Soient M et M' les positions du mobile aux 
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époques t et t\ MA, M'A' les segments vitesses ; menons le segment MB 

équipollent à M'A', puis MO équipollent à 

/l AB; V accélération moyenne du temps t au 

MG 

temps t' a pour valeur, par définition, - — 

t ^~" * 
et se porte sur MC à partir de M. Elle sera donc 

- MC 

représentée par le segment MJ = -p : 

^accélération au temps t est, en grandeur et 

direction, le segment limite du segment MJ 
quand t tend vers t. On peut dire que Taccé- 
lération au temps t est la dérivée géométrique 
de la vitesse par rapport au temps. 
On a, en effet, 

(V) - (V) 




♦j 



et 



accél. moyenne = 



accél. au temps t = lim 



t'-t 

(V) - {V) 



t' — t 



Enfin, si Ton considère l'indicatrice des vitesses et le point (v) comme 
mobile avec Or, il est aisé de voir que l'accélération du mobile considéré 
est équipoUente â la vitesse de (u).' 



176. Déterminer sur la droite OA un point M (OM = a?), de telle 
façon qu'un mobile partant de et parcourant la droite OA 
d'un mouvement uniforme avec la vitesse v, arrive en M en même 
temps qu'un autre mobile partant du point P à V instant où le 

premier part de 0, et parcourant la droite PM d'un mouvement 

\ 

uniforme avec la vitesse -^ v. On trouve^ quand le problème est 

z 

possible deux chemins tels que PM. Quel est le pins court? Com- 
ment doit-on choisir P pour que ces chemins soient rectangu- 
laires ^ 

(Bacc. spécial y Besançon, 1888.) ^ 

Définissons la position du point P par la distance O? = p 

et l'angle POA = a ; nous au- 
rons en posant OM = ar, 

X = vt^ 




A' « MA 

De ces relations nous tirons 



PM= -^vt. 



■*"r "^i-^ 
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Nous avons d'autre part, dans le triangle OPM, 

PM =p* + ar2 — 2parcosa, 

X 

et il viendra après avoir remplacé PM par — et ordonné, 
(1) f{x) = 3ar« — 8px cos a h- 4p2 = 0. 

V 

Or X doit être réelle et positive, par conséquent il faut 

4cos2a — 3>0, 

cos a > 0, 

ou bien, simplement, 

cos a ^ -^ 9 

c'est-à-dire 

a < 30o. 

Cette inégalité étant vérifiée, l'équation (1) ayant ses deux ra- 
cines réelles et positives, le problème admettra deux solutions. 
Le chemin le plus court PM sera moitié de la plus petite racine 
et aura pour longueur 

PM = -^ (2cosa-v/4cos*a — 3). 

Soient PM' et PM* les deux chemins ; lorsqu'ils seront rectan- 
gulaires, le triangle PM'M" sera rectangle en P et nous aurons 



c'est-à-dire 



PM'" -h PM*' = M'M"' 



4-+^ = (x'-x')S 



ou 3(ar' 4- xy — i^x'x' = 0, 

ou bien encore 

Scos^a — 7 = 0, 

d'où cos a = y — . . 

Le point P devra donc être situé sur la droite OD inclinée 

sur OA de a = arc cos y — • 



■ —^— - 
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177. De deux points k et B partent au même instant, avec 
des vitesses v et w, deux mobiles se dirigeant d'un mouvement 
uniforme vers un même point 0. On demande : 1° l'expression de 
la distance qui sépare les deux mobiles au bout du temps t; 2° le 
minimum de cette distance ; ^^ le temps au bout duquel ce minimum 
est atteint. {On suppose connus les distances OA = a, OB = b, 
et V angle AOB = w). On demande en outre : ^ de trouver le lieu 
des extrémités des droites, menées par un même points parallèles 
et égales aux distances qui séparent les positions simultanées des 
deux mobiles ; 5o d'en déduire une construction géométrique des 
positions simultanées des deux mobiles^ pour lesquelles la dis- 
tance est un minimum. 

{Institut agronomique, i890.) 

1° Soient M et N les positions des deux mobiles à l'instant t 

et posons 

OM = X, ON = y, 

X et y étant comptées positive- 
ment dans les sens Ox et Oy; 
nous aurons 

X = a — vt, y = 6 — wt. 

Ceci posé, soit d la distance MN; 
nous avons 

d^ = x^-\-y^ — ixy cos w, 

ou bien, en remplaçant x et y par leurs valeurs, 

(i« = (a — vty + (ô — wty — 2(a — vt){b — wt) cos w. 

2* et 3° On peut encore écrire cette relation, en développant, 

d* = (v^-hw^ — ivw cosa))/2 — 2{av-{'bw — aw cos b> — bv cosoi)t 

-H a' H- ô* — 2a6 cos w. 

d*, c'est-à-dire le trinôme en t du second membre a un mini- 
mum, car v^ + w^ — 2vw cos w > 0, et la valeur de t qui 
correspond à ce minimum est, comme on sait, 




'0- 



f = 



av-hbw — aw cos a> — bv cos w 

V^-^W^ — ivw cos CD 



'*iJ 



A- 



ï .1 



y 
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Ce miDimum se réalisera pendant le mouvement si I'>0, 
c'est-à-dire si 

a« + ÔMi — aw cos «> — Au cos lu > 0. 
EdIîd, le minimum du triuome considéré a pour valeur 
i (c' + m* — 2tiM) cos (o)(a' + &' — 2a6 cos «>) i 

,j_ ( — (av -+bio — aw cos m — bv cos (u)' i 

(il' + w* — ivw cos <it) 
4° Menons le segment 01 égal et parallèle au segment MN, et 
portons OM' = — OM. M'I est pa- 
rallèle à Oy. 

Le lieu du point I est précisément 
la trajectoire de ce point, considéré 
comme animé de deux mouvements 
simultanés 

OM' = — a + vl, 
ON = 6 — wl. 




l'un suivant Ox, l'autre si 



,nt Oy. 



Ces deux mouvements étant rectilignes et uniformes, on sait 
que le mouvement résultant est aussi rectiligne et uniforme. 

Ainsi, le lieu du point ! est une droite (D), qu'il sera d'ail- 
leurs facile de construire en donnant à t deux valeurs particu- 
lières. 

5° Le minimum de 01 = d s'obtient en abaissant la perpen- 
diculaire OH sur (D). Les projections obliques M'i, Ni" de H sur 
les axes feront connaître le segment M,N, (Mi étant le symé- 
trique de M'i par rapport à 0), qui joint les deux mobiles à 
l'instant ou leur distance est n 
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(i) 
(2) 



^ = ^ot—j9i\ 



V = Vo — gt, 
(3) r,2_^2^_2^e. 

Si dans (3) nous faisons u = 0, nous obtenons 



e = 



2? 



qui est la hauteur maxima d'ascension du mobile ; par consé- 



vô 



quent, en remplaçant e par -^ dans (1) il viendra, 



V 



2-^^^"-VH-4^ = 0, 



d'où nous tirons 

9 



t' = 



"0 /ff 



/T Vo 



2 (7 2 (y 

Les deux valeurs de t conviennent : le mobile passera au point 
considéré deux fois, au bout de t^' en montant et au temps i' 
quand il descendra. 



'■'A 



■ ï3 






179. Un corps est lancé de bas en haut suivant la verticale ; 
on note l'intervalle de temps 6 qui s'écoule entre son passage à un 
point A, situé à une distance h du point de départ^ dans le 
mouvement ascensionnel, et son second passage au même point 
dans le mouvement descendant. Calculer la vitesse initiale et la 
durée du mouvement. 

Si e représente la distance du mobile à Torigine des espaces, 
Tunique formule 



(i) 



e = «0^— y^^' 



conviendra à la fois à Taçcension et à la chute; par conséquent, 
en remplaçant dans (1) e par h, nous aurons une équation du 
deuxième degré en / qui admettra précisément pour racines les 

r 

temps t' et i" du passage du mobile à la position A. Ecrivons 



cette équation 

Par hypothèse, 

i° — (' = e ; 
mais 

{i' — (')■ = (C+l')» — 4(r = ^' — 8 — , 
9 9 

et il viendra 

e» = 44- — 8 — . 

f 9 

â'eîi nous tirons pour la vitesse initiale, 



nous donne pour la durée de l'ascension ( = -^ ; la durée de 

9 
la chute est la même ; le mobile se meut pendant le temps 



180. £kux observateurs A e( B sont placés, le premier à la par- 
tie supérieure, le deuxième à la partie inférieure d'un puits de 
mine. L'observateur k donne un signal en frappant sur une 
cloche; au moment oii l'observateur B entend la cloche, il envoie 
avec une arme à feu un projectile verticalement de bas en haut. 
L'observateur A note le moment où il entend le bruit de l'arme et 
celui où le projectile atteint l'orifice. On demande quelle est la 
profondeur du puits et quelle est la vitesse initiale avec laquelle 
le projectile est sorti de l'arme, sachant qu'il s'est écoulé 
i secondes entre l'instant où l'observateur a donné le premier 
signal et celui où il a entendu le bruit de la détonation et que It 
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projectile a passé à l'orifice i seconde plus tard, 
3 secondes après le coup de cloche. 

(Bacc. lettres-math., Montpellier, roc 

Soient t le temps que met le son à parcourir le p 
de l'ascension du projectile ; nous avons, e étant la 
du puits, SiO" la vitesse du son et v^ la vitesse iuit 
jectile, 

Mais en vertu de l'énoncé il vient, 

2( = 2, (-|-C=3. 

Par suite, nous obtenons 

( = 1, . C=2, 
d'où e = 340", 

et 340 = 2o, — 23, 

qui nous donne pour la vitesse initiale, 
«0 = 179-31. 

181. Un corps en tombant a décrit — de la ftat ■ 

de la chute pendant la dernière seconde. Calculer la : 
ckule et le temps employé à descendre. 

La durée et la hauteur de la chute étant f et A, t 1 

(1) » = 4 »'■■ 

D'autre part, l'espace parcouru pendant la dernier 1 
s'écrit 

et il viendra, en introduisant l'hypothèse. 
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t doit être réel et supérieur à 1 ; or dous avons 

Ai) = i-«<o, 

par conséquent 1 sépare les racines de (2) et la racine supérieure 
à 1 conviendra seule. 
Nous aurons donc pour la durée de la chute 

L'équation (1) nous donnera la hauteur de chute et il viendra 

182. Figurer une droite verticale. Du point de cette ligne, 
on lance un mobile pesant de bas en haut, suivant la verticale, 
avec la vitesse initiale «„ ; on lance suivant la même verticale, et 
à partir du même point 0, un second point matériel pesant, 
fl secondet après le départ du premier, avec la vitesse initiale v. 
On demande de déterminer : i" l'instant de la rencontre ; 2° la 
distance du point de rencontre au point 0; 3" les vitesses v, t/ 
des mobiles à ce moment, et 4° de discuter ces résultats. 

{Baee. istcienas, Chambéry.) 

Les formules du mouvement des deux mobiles s'écrivent 

( (!) e = v,t-^gtK ( {ly ef = v;f--^gt'', 

(2) v = v,-gt, {2}' v' = i/,-gt', 

{ (3) »' — «? = — 2sre; ■ \ (3)' i»'»— ui^ = — a^e", 

et nous avons t = t' + B. Les deux mobiles se rencontreront 
quand on aura e = é, ou bien 

-.C + •) - j sC + •)■ = <i — |- »'"• 

d'où nous tirons 

,_ e(ge — 2i>„) 
' -2(u,-«;-jO)' 

On doit avoir (' > 0, c'est-à-dire 

(ffe-2«,)K-t.i-jo)>o, 
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d'où 

(4) !!oz:i!i<e<?ÎLo. 

9 9 

Remplaçons dans (1)' f par sa valeur, nous auro: 
distance du point de rencontre au point 0, 

Hv, — i?i - ^0)^ 

La rencontre aura lieu au-dessus ou au-dessous d\ \ 
suivant que e' sera positif ou négatif; or, comme ^^6 - i 
en vertu de (4) nous aurons 

1® 2(Vq — vo) — ^B < 0, rencontre au-dessus < 
2^ 2(vo — Vo) — grô = 0, — au point ' 

30 2(t;o — vi) — ^e > 0, — au-dessou i 

Pour avoir les vitesses v et v' des mobiles au mon 
rencontre, il suffira de remplacer t et t' par leur 
dans (2) et (2)'; on peut encore diriger le calcul comn: 

Retranchons (3) et (3)', comme e = e' il viendra 

(5) v^ — v'^ = vl — v'o\ 
Retranchons (2) et (2)', nous aurons 

(6) v — v' = t?o — «; — ^fO. 
Divisons (5) par (6), nous obtiendrons 

«0 — ^0 — 9^ 
Finalement, (6) et (7) nous donnent 

183. Veux droites rectangulaires Ox et Oy se coupe- 1 
point 0. Au même instant^ deux mobiles^ se dirigean 
point d'un mouvement uniformément accéléré ^ part*, 
vitesse initiale des points k et B respectivement situés 
droites. Les accélérations sont a et ô. On demande da> 
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bien de temps la distance des mobiles sera minimum, la valeur 
de cette distance minima et les positions correspondantes des 
mobiles. 
Application : OA = iO", OB = iO", a = * = 1". 

{Brevet deCluny, 1371-) 

Posons OA = a, OB = P et représentons par x et y les 
distances des mobiles à l'origine ; 
nous aurons 



1 



î-aC, 



La distance des mobiles étant 
il viendra 



bl\ 



-(a'-)-è=)i' — (aa + 



ou bien encore 



»[("■ 



hS')l"-î(. 




-i(a. + 6')^' 

( croissant depuis zéro, le crochet, et par suite 8», diminue et S* 
acquiert la plus petite valeur quand on a 

alora la distance des deux mobiles se réduit à 



et, à cette époque, les espaces sont 

_ b[b^ — a?.) 



Application. - 



h, p = lO», 
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Après substitution dans les formules précédentes, nous 

obtenons 

t = S»«%47, 8 = 7"»,07, 

a? = 5°*, y = — 5"^. 






184. 1° On lance verticalement un corps pesant, C, dans le 
vide^ de bas en haut. Soient A le point de départ^ M la position 
au temps t. Expressions de la distance AM et de la vitesse en M? 
Durée du mouvement ascendant ? Maximum de la hauteur AM à 
laquelle le corps s'élève ? 

2® Vq étant la vitesse initiale, on imagine qu'un corps G, situé 
sur la verticale de A, en B, à /a distance h au-dessous^ se dirige 
d'un mouvement uniforme vers A avec une vitesse a, l'instant du 
départ des deux corps étant le même, A quel moment et à quelle 
distance de B ren contrer a-t-il le premier ? Discuter. 

(Bace. spécial^ Besançon^ 1889.) 

!• Les formules du mouvement du corps C s^écrivent 



.!» 






(1) 



« = V—yJ^S 



^è' 



B 



(2) t) = «o — ^^ 

(3) «2 - uî = — 2^e, 

e Qi V étant comptés positivement suivant kx. 

Le mobile s'arrêtera quand on aura t? = 0, et (2) 
nous donne pour la durée du mouvement ascendant, 

9 
En faisant v = dans (3), nous obtiendrons pour hauteur 
de culmination 

2** Soit c' l'espace parcouru par G au bout du temps t ; nous 

avons 

ef = at. 

Or, quand les mobiles C et G se rencontreront (soit au-dessus 



• ■••"Vj! 



'.'3 

•■■■■t% 



.-A-S 



i 



l 
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de A, soit entre B et A), nous aurons 

è. car on a toujours 

■> BM— ÂM = BÂ ; 

V il viendra donc 

l: /■{'}= ffî=-f-2{a — ojt — 2A = 0. 

i^_ t devant être positif, et l'équation précédente ayant ses ra- 

f.. cines de signe contraire, il y a toujours une rencontre et une 

t seule. 

P L'époque de la rencontre est donc 

I ^^ „„-a+>/K-a)' + 2gA . 

'. et, si M est le point de jonction, nous aurons 

î; 9 

t Discutons. G rencontrera C moulant quand on aura 



Kt; 



>o. 



Si G est à sa culniination, il faudra fy-, — 1 =0. 

C rencontrera C descendant : 1° au-dessus de A quand 
r{^)<0, r(^)>0; 2= en A. quand f{~)=0: 

3° entre A et B, quand /"(-^) <0. 

Si nous réunissons et développons ces conditions, nous obte- 
nons le tableau suivant : 

Rencontre pendant asc. de C, vi,{ia — tio) — igk > 0, 

— à la culminât, de C, !)o(2o — va) — igk = 0; 



uTTvî»» -•-p*'/- "^Tf:" 



V r 



> 7 
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au-dessus de A, 




Rencontre 


l 




pendant la 


( en A, 


a — • 


chute de G, 


1 « 




- 


entre Â et 6, 


a<'- 



185. Deux mobiles Mi et Mg, situés sur la même ve\ 
lancés en même temps^ suivant cette verticale^ le prei 
vitesse Vi de bas en haut, le second avec la vitesse V2 
bas. On suppose M1M2 = d. On demande le lieu 
de la rencontre. Discussion. 

Application : d = 100"^, Vi = 20"", Va = 30". 

(Dipl. ens. spécial^ Bordeaux, 

Pour que la rencontre puisse se produire, il faut é^ 

que Ml soit situé plus bas que M2. 
Mg Le mouvement d'ascension et de chute 

qui part de Mi est régi par Tunique formuh 



/ 
e' 

I 
■ 
I 
I 

k 

§ 

e 



(1) 



e= vt,t — -^gf^. 



M, 



(2) 



e étant compté positivement dans le sens Mi 

Pareillement, nous avons pour le mou^ 

second mobile, 

1 



^ étant compté positivement suivant M2M1. 

Ceci posé, quand les mobiles se rencontreront, ce 
avoir lieu entre Mi et M2 ou au-dessous de Mi, on 

ces deux cas e -{- e' = rf, 

ou bien {v^ h- Vi)t = rf, . 

d 



d'où 



t = 



Vi -^V2 

t étant positif, la rencontre se produira toujours et 




i 

[ 
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fois. D'autre part, si A est le lieu oii les mobiles se joignent, 
nous aurons, eu substituant dans (i), 

MA ■_ 8fi(fi-i-tii)d— g(f' 
' ~ 2(t>, •+■ u,)' 
Appelons M| et Mi les mobiles qui partent ]de ces points et 
discutons ces résultats. La rencontre peut avoir lieu : 1° pen- 
dant l'ascension de Hi ; 2° à la culmination de H, ; 3° pendant 
la chute de Mi, entre M, et Ms; 4* au-dessous de M,. 

Pour distinguer ces différents cas, il suffit de rappeler que la 

durée d'ascension du mobile Mi est — et qu'il revient au point 

de départ au bout du temps — ■' ; 
suivant : 

Rencontre pendant ascension de 

Rencontre à la culmination de M,; 



Rencontre l 

j .il.. d XV, 

pendant la { en M|, = — i 

chute de M. „, + „, y 

\ A j « d ^ 2u, 
\ au-dessous de Mt, > — 

r, -h Uj g 

Application. — d = 100", v, = 20°", v, = 30". 

Nous avons (=-—-= 2««. 

50 

Or, — = — ; par suite la rencontre se produit pendant 

l'ascension de H|. Le lieu de la rencontre est défini par 

M,A=:40 — 23 = 20",38. 

186. Un mobile décrit une droite suivant la loi 



on obtient alors le résumé 


M„ 


u, + 1>, g 


t., 


d V, 

w, + 1), g 


«i 


^ d ^ 2t)i . 
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Sachant que l'espace initial est 1", que la vitesse au te 
ï = 1 est li", et qu'au temps t = 2 l'accélération es 
48", calculer les constantes a, b, c. 

Nous avons 

(1) e = a(' + 6i+c. 

Si nous prenons la dérivée par rapport à (, il viendra 

(2) t> = 3ai*-hô. 

Enfin, comme le mouvement est rectiligne, l'accélération e 
dérivée de la vitesse par rapport au temps et il vient 

(3) Y = 6a(. 

Introduisons les données de l'énoncé) les formules (1), (2) e 
nous donneront 

c = l, 3a + ô = 14, i2a = 48, 

d'oii nous tirons a = 4, 6=2, c = i. 
La loi de l'espace s'écrit donc 

e = 4i' + 2(-i-l. 



187. Étudier le mouvement rectiligne dans lequel la lo 
tesfiace est représentée par la relation e =(t — 1)* + I, dej 
l'origine des temps jusqu'au temps f = 3. 

Nous avons pour la vitesse et l'accélération au temps t 
v = Z(t-iy, Y = 6((-l); 

nous pourrons sans difficulté dresser le tableau suivant : 




( 


T 


. 


. 





-6 


3 





cr. 


cr. 


décr. 


cr. 


4 








1 


cr. 


cr. 


cr. 


cr. 


2 


6 


3 


2 


3 


12 


12 


9 



Nous voyons ainsi que le mobile est à l'origine des espi 
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k l'iDStant initiai et qu'il s'éloigne constamment de sa position 
première. Sa vitesse décroit depuis 3 jusqu'à zéro, puis croit 
ensuite sans limite; par suite, le mouvement du mobile est 
retardé depuis ( = jusqu'à t = l; à cette époque il s'ar- 
rête, mais pour repartir immédiatement d'un mouvement 
accéléré. 

Ces diverses circonstances se lisent clairement sur le dia- 
gramme ci-dessus et il est à remarquer que la tangente à cette 
courbe au point {( = 1, e = l) est horizontale. 

Quant au diagramme de la loi de la vitesse, c'est une para- 
bole que l'on construira sans difficulté. 

La courbe figurative des variations de l'accélération est une 
droite dont le coefficient angulaire est 6. L'accélération varie 
proportionnellement au temps. 

188. Tout mouvement dans lequel la vitsKe o est liée à 
l'espace e par 

D* = ae-\-b 
est uniformément varié. 

En effet, soient aux époques très rapprochées l, t ■+• û(, 

e, e + ie les espaces, 

et r, «4- i» les vitesses; 

nous aurons par hypothèse 

v* =ae + b, (u -t- A»)' = a{e + ie) -t- b. 

Retranchons, il viendra 

2v,Au-f- At> = a.Ae. 
Divisons par i(, passons à la limite et rappelons que 
lira — = », nous obtiendrons i/ = -3- » 
c'est-à-dire que l'on a 

et le mouvement est uniformément varié. 
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189. Un cylindre creux, dont les basf*s sont en pa^ 
autour de son axe d'un mouvement uniforme de w 
laire a ; une balle lancée parallèlement à l'axe fait t 
chaque base ; les rayons qui passent par ces trous font 
Quelle est la vitesse de la balle, l étant la longueur d 

Soit V la vitesse de la balle et t le temps qu'ell 
verser le cylindre ; nous aurons / = vt, 

et aussi a = ai ; 

de ces relations nous tirons 

a a 



et 



t? = — /. 

a 



C'est le principe du procédé Eytelwein pour mesun 
des projectiles. 

190. Pour que V accélération d'un mobile soit a 
normale à la trajectoire, il faut et il suffit que le mo\ 
mobile soit uniforme. 

Soient (T) la trajectoire du mobile, MV, MJ sa vil 

accélération pour la positi 
/v Par un point quel 

Tespace, menons les seg 
Ovi , ... équipoUents au: 
vitesses; le lieu des extréi 
ces segments est la courb 
catrice des vitesses. 

Le segment (ty) = 










(I) 



représente à la fois la vitesse du point v et, en g: 
direction, l'accélération MJ (ceci résulte de la définit 
de l'accélération). Les angles VMJ et Ovj sont donc si: 
taires : ceci posé, si le mouvement du point M est 
Ou est constant, la courbe (I) est sphérique et j 
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doDC, en vertu de la remarque précédente, MJ estnormaleà MV, 
c'est-à-dire à )a trajectoire, 

Réciproquement, supposons VmJ = 90" ; on aura pareille- 
ment 'Od; = 90". 

La courbe (1) ayant toutes ses normales Oti concourantes en 
est située sur une sphère de centre 0, et la vitesse Ou demeure 
constante pendant la durée du mouvement. 

191. Un point décrit une circonférence iSun mouvement donné 

d'ailleurs quelconque; calculer les composantet normale et tan- 

gentielle de l'accélération. 

Soient aux instants t et f+^f les positions M et M' du 

mobile, MA = V^^ M'A' = V M- iV 

les vitesses, et M'OM = s. 

L'accélération moyenne est le quo- 
tient de la différence géométrique 
des vitesses par i(, et l'accélération 
au temps t est la limite de ce rap- 
port quand M tend vers zéro. 
Appelons (J) cette accélération et 
la, Jt ses composantes normale et tangentielle; nous avons, en 
menant MA' équipollent à M'A', 

(MA') - (MA) 






^ ' M 


Projetons G 


ur la normale MO, il viendra 


J» = 


MA'siot {V-(-4V)6 


Or, 
donc 


V = li™^, 


(4) 


'™i = T; 



substituons ; nous obtiendrons, en remarquant que aV tend 

V» 
vers zéro avec A(, J» = -^ - 



L 
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Projetons maintenant sur la tangente MA ; il viei 

(V4-AV)C0Se — V 



Jt = lim 



A^ 



= lim cos 6 — lim • 

aV 
Or lim —-- cos e = VJ, 

A{ 

et 

''"*T e Ve 

lim 2V : — = lim sin -^ • lim — - 

M 2 Af , 

= lim sin — • lim -=r = 
2 R 

donc Jt = V^. 

En résumé, les composantes normale et tangentie 
lération sont 

Si Ton appelle co la vitesse angulaire du mob 
donner à ces expressions une autre forme; on 
V = (vRj et il vient 

J^ = w2R, Jt = Ro);. 

Quant à l'accélération J elle-même, elle est donnée 

J» = P„ + JÎ, 
d'oii nous tirons 

J = Rv/a^*^F^. 

Remarque. — Quand le mouvement du point ei 
on a ci){ = 0, et l'accélération se réduit à sa com]; 
maie w*R, et réciproquement, quand l'accélération d 
le mouvement circulaire est uniforme. 

192. Un point décrit une circonférence de rayon 

vitesse v = s • Calculer les composantes de V\ 

suivant la tangente et la normale à la trajectoire. 



Nous avODs vu (191) que I'od avait pour les composantes tan- 
gentielle et normale de l'accélération, dans un mouvement cir- 
culaire 

'-="" '■ = !• 

Or, d'après l'hypothèse. 



(S-0' 
de sorte qu'il viendra 

L'accélération J s'obtiendra en appliquant la formule 
et nous aurons 

(»-<)■ 

Enfin, comme Jt = Jh> le segment J sera à chaque instant 
incliné de 45° sur la normale à la circonféreDce trajectoire. 

193. Unpoinl M décrit une ellipse; tachant que le rayon vec- 
teur itm d'un foyer balaye des aires proportionnelles aux temps, 
construire la courbe indicatrice des vitesses. 
D'une façon générale, considérons un mobile décrivant une 
■courbe plane et l'aire balayée par un 
rayon vecteur FM. 
Posons 

A = aire FOM. 
A l'époque ( ■+ M, le mobile sera 
en M', et si ^ est l'accroissement 
qu'éprouve A, nous aurons 
1 




: aire 



FMM' = -â- corde MM'.p, 
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d'où 



et à la limite 



aA _ 1 corde MM^ 
A« "■ 2 Tt 

A' = — vp. 



La dérivée A' de Taire par rapport au temps porte le nom de 
vitesse aréolaire. 
Or, revenons à notre problème ; par hypothèse 

C* et C* étant deux constantes ; il viendra donc 

11 

A' = — t?p = — C* (la vitesse aréolaire est constante) 

d'où: 

(1) vp =:CK 

Prenons comme origine le foyer F et portons parallèlement 

à la tangente à l'ellipse en M le seg- 
ment vitesse FV = v ; nous obtien- 
drons un point V de l'indicatrice 
des vitesses. 

Soit d'autre part, sur la perpen- 
diculaire à la tangente, Fn = t>. 

En vertu de (1) le lieu de n est 
une courbe inverse du cercle princi- 
pal lieu de P, la puissance d'inver- 
sion étant G*; ce sera donc une 
circonférence (r); d'ailleurs, comme 
on fait coïncider tout point n avec 
tout point V correspondant par une rotation de 90° autour de F, 
le lieu de V sera la circonférence que l'on obtiendra en faisant 
tourner (r) de 90** autour de F. 

Cette circonférence est symétrique par rapport à j/j/' et comme 
on le voit aisément, elle coupe cet axe en B et B' définis par 

G* C2 




FB = 



a — c 



FB' = 



a 



EXERCICES 



158. — Deux points A, A' décrivent d'un mouvement uniforme 
deux droites D, D' pËireillèles. Quel est le mouvement du milieu 
de AA'Î 

159. — Deux droites se coupentàongledroitenuD point 0. Deux 
courriers, partis simultanément de ce point, prennent ces deux 
routes avec des vitesses e, o' constantes. Au bout du temps (, ils 
reviennent sur leurs pas en échangeant leurs vitesses. On demande 
h quelle époque leur distance est d. Trouver le minimum de d. 

{Cône. acad. enseig. ipiciai, Caen, t876.) ■ 

160. — Deux mobiles se meuvent uniformément b. partir île 
sur Ox, avec des vitesses v, v'. Un point P est donné sur la perpen- 
diculaire Oj/ à Qx. Au bout de combien de temps verra-t-on du 
point P la distance des deux mobiles sous l'angle maximum î 

[Saint-Cyr, 1878.) 

161. — Désignons par a et 6 les distances AO, BO de deux points 
fixes à un troisième point fixe 0, et considérons deux mobiles as- 
sujettis à se déplacer sur OA et OB de façon que l'on ait 

OM =: a + vt, OM' = 6 + *'(. 

Prouver que la circonférence circonscrite au triangle OMM' passe 
par un point fixe. 

{Journal de Vuibert, 1890-91.} 

162. — On donne sur une droite deux points A et B ; sachant 
qu'un point H décrit cette droite d'un mouvement uniforme, 
trouver le mouvement du conjugué harmonique de M par rapport 
au segment AB. 

163. — Pendant combien de temps un corps abandonné à lui- 
même doit-il tomber pour parcourir SOO" pendant les deux dernières 
secondes ? 

{Baee., Dijon, 1874.) 

164. — On demande avec quelle vitesse devrait être lancé un 
boulet de canon pour qu'il pût s'élever à une hauteur de 400°>. Quel 
serait l'intervalle de temps entre le départ et le retour ? 

[Cône, acad., Ctermont, 1874.) 
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165. — On lance un projectile verticalement de bas en haut avec 
une vitesse de 25™ par seconde. On demande au bout de combien de 
temps il se trouvera à 12"» au-dessus de son point de départ. 

{Diplôme ens, spécial, Angers, 1879.) 

166. — On lance une pierre du haut d'un pont, avec une vitesse 
de 1™ par seconde ; au bout de combien de temps atteindra-t-elle 
le niveau de Teau, sachant que si on Teût laissée tomber librement, 
elle eût frappé Teau au bout de 2"%5 ? 

167. — On suppose qu'un corps tombe dans le vide, sans vitesse 
initiale et d'une hauteur h\ on demande de partager cette hauteur 
en trois parties telles que chacune d'elles soit parcourue dans le 
même temps. 

168. — Deux mobiles pesants sont lancés de bas en haut, au môme 
instant, l'un avec une vitesse a, l'autre avec une vitesse b. On de- 
mande après combien de temps la somme des carrés de leurs vi- 
tesses aura sa valeur minima. 

(Bacc, Paris, 1877.) 

169. — On a laissé tomber deux corps dans le vide et du même 
point; 10 secondes après la chute du premier ces deux corps sont 
éloignés de 229"*, iO. A quel moment a-t-on laissé tomber le second ? 

(Brev. ens. spécial, Bordeaux, 1879.) 

170. — Un observateur placé sur le haut d'une tour laisse tomber 
en dehors de la tour une pierre qui vient frapper le sol. On demande 
la hauteur de la tour, sachant qu'il entend la chute après 8 secondes 
et que le son parcourt 340"» à la seconde. 

171. — Un corps élastique et pesant, de dimensions insensibles, 
est abandonné à lui-même dans le vide, sans impulsion initiale ; il 
vient frapper contre un plan horizontal qui le réfléchit verticale- 

2 
ment, et on admet qu'en le quittant sa vitesse n'est plus que les — 

de celle qu'il avait en l'atteignant. On demande de quelle hauteur 

au-dessus du plan il faut laisser tomber ce corps, pour qu'il s'écoule 

10 secondes entre le commencement de sa chute et l'instant où, 

après sa réflexion, il atteint le point le plus élevé de sa course 

ascendante. 

(Bacc., Dijon, 1875.) 
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172. — Dans un mouvement rectiligne on a 

c = 7 — 2(. 
On demande l'accéléralion moyenne et t'espace parcouru depuis 
1 = 2 jusqu'à ( = 3,5. 

\Baee., Lille, 1881.) 

173. — Dans un mouvement rectiligne on a 

e = (* — !'. 
1" Calculer la vitesse moyenoe et l'accélération moyenne depuis 
( = 2" jusqu'à (=3",5. 
2* Calculer la vitesse et l'accélération à la deuxième seconde. 

174. — Étudier le mouvement rectiligne 

e = (• - 3. 
Vitesse. Accélération. Diagramme de la loi de l'espace. 

175. — Dans un mouvement rectiligne on a 

Étudier ce mouvement. Construire le diagramme de la loi de 
l'espace. A quelle époque la vitesse a-i-elle une valeur donuée b ? 

17S. — Un segment rectiligne AB de longueur constante a glisse 
par ses extrémités sur deux axes rectangulaires Om, Oy. Le mouve- 
ment de A est défini par OA = _° , , quelle est la loi du mou- 
vement de B? A quelle époque les vitesses de ces deux points 
sont-elles égales ? 

177. — Un point qui se meut sur une droite a pour vitesse 

I) = oi' + 6( + c, 
et passe à l'origine des espaces à l'instant initial. Trouver la loi de 
l'espace. 

178. — Deux mobiles partent en môme temps de deux points A 
et B et marchent sur la droite AB, dans le sens AB. Le premier 
mobile parcourt a mètres pendant la 1" seconde, 

{a -h a.) met. " "2' », 



[« + (» — !)«] met. 
Le deuxième mobile parcourt 
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h mètres pendant la !'• seconde, 
(&-h^) met. » » 2« » , 



V 



[fr -H (n — 1) p] met. » ^) -n<^ » 

On demande au bout de combien de temps les deux mobiles se 
rencontreront sachant que AB = p. On discutera la solution 
trouvée. Le problème est-il toujours possible ? Quel sens peut-on 
attribuer aux solutions négatives ? A quelles relations doivent satis- 
faire a, a, ô, p et p pour que le problème n'admette jamais qu'une 
solution ? 

Application : a = 1», a = 2™, & = 3"», P = i"", p = 'ÎS"». 

(Bacc. èsscienceSf Lyon, i89i.) 

179. — On considère un point en mouvement sur une droite et 
Ton remarque que l'espace parcouru par ce point s'exprime, en 
fonction du temps employé à le parcourir, par la formule 

g = (3 — 12<2 + 48^ 

On demande de trouver la vitesse moyenne de ce mobile enite la 
première et la deuxième seconde ; on cherchera de même la vitesse 
moyenne entre la troisième et la cinquième seconde, puis entre la 
première et la septième seconde. 

{Bacc, es sciences, Marseille.) 

180. — Deux pierres placées sur la même verticale à 50" l'une de 
l'autre sont abandonnées à l'action de la pesanteur, celle qui est 
située le plus haut 3 secondes avant celle qui est située le plus 
bas. Au bout de combien de temps la première aura-t-elle atteint la 
seconde ? On négligera la résistance de Pair. 

{Bacc. Paris, Î89:^.) 

181. — Calculer la vitesse et l'accélération dans un mouvement 

rectiligne varié, sachant que l'on a e =z a sin*?, a étant une 

constante. 

{Bacc, es sciencest Nancy y i889.) 

182. — Un train de vitesse v part après un autre de vitesse v\ Le 
retard est calculé de façon qu'ils arrivent en même temps à desti- 
nation. Le premier ralentit sa vitesse de — de sa valeur quand il a 

fait une fraction f de sa course, et il y a rencontre des trains à une 

distance d du terme du voyage. Trouver la longueur totale du 

trajet. 

(Bacc, es sciences, Grenoble, 1889.) 
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IM. — Un cercle de rayon x et un point P à la distance y de 
sont fixes dans un plan. Une droite MN se meut dans le plan 
autour de P avecune vitesse constante u et touche successivement 
!e cercle aux points A, a, a'. A'. On donne la distance d de MN 
au point P, lo, et les intervalles de temps Si, 21' qui séparent res- 
pectivement les contacts extérieurs A, A' et les contacts intérieurs 
a, a'. On demande de calculer x et y, et de déterminer les points 
de contact sur la droite, comme sur le cercle. 

[Bacc. èi icUneet, Betançon, 1886.) 

lU. — Soit une verticale XX' ; ou lance au temps *, de X', de 
haut en bas, un mobile pesant avec la vilesse cg ; au temps f on en 
lance un second de X avec la même vitesse de bas en haut. Au 
bout de combien de temps se rencontreront-ils ? Au bout de com- 
bien de temps seront-ils à la distance d1 

(Saint-Cyr, 1889.) 

18S. — Calculer la vitesse angulaire de rotation de la terre. 
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190. — Un point M décrit une circonférence de du 
de rayon a ; sachant que le rayon vecteur AM balaye 
portionnelles aux temps, calculer la vitesse du mobiL 
de l'angle MAB = 26, et étudier les variations de cel 



191. — Un point M décrit une circonférence suivant 

sin 6 =: at-i-b, 

6 étant l'angle du rayon OM avec un rayon initial Ox 
1° Construire la courbe indicatrice des vitesses ; 
2® Démontrer que l'accélération est constamment pa 



CHAPITRE II 

■OaTIHEHT PROIETË SUR DIT AXE 

COMFOSITIOII ET lÉCOMFOSITIOll DE MODTEMEHTS 

■ODVEMENT RELATIF 



IH. Tbëoiiëmb. — Vn point étant animé d'un mouvement queteonqut, ti 
à ekague initant on profitte lé molAte fur un axe. lee projeetioné de la 




PROJECTION ET COMPOSITION DES 

GoNsÉQUENcass. — Soient x^ y, z les coordoniK 

une courbe (C) etanimi 
nous aurons 

X = f(t), y = 

Va-, Vy, Vjf étant les pi 
les axes et Tx, Ty, r* c 
le théorème précédent i 

Vx = f (0, Vv = 

et 

Ts = no. Ty = 

Si la trajectoire du po: 
deux axes du plan, on a 




puis 
et 



« = f(th 

Tx=r{th 



vy = r(t: 



105. Cour&e indicatrice dc^ vitesses. — Considéro 
pollent au segment vitesse V; nous avons (OA) = 
si 11 ''\, C sont les coordonnées du point A de Is 
vitesses, nous aurons 

ou bien 

Telles sont les expressions des coordonnées d*u 
rindicatrice des vitesses en fonction du temps. 



•n = Vy, 



•n = ?•(<), 



r — 



C = 



106. CoMPOsrriON des mouvements rbctilignes. — Coi 

simple de deux m 

^/ . d'ailleurs quelconqu 

^W / Soient deux axes 

qu'une droite (D) s( 
ment quelconque, m 
à Oy et en s'appu^ 
Ox et un point M i 
sur la droite (D). 

Nous nous propos 
ments du mouvem^ 
dire de rechercher la trajectoire que décrit le point ] 
la façon dont il décrit cette trajectoire . 

Le mouvement de la droite (D) est le même que i 
mouvement étant connu, nous avons 

Om = f(t). 
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D'autre part, le mouvement de H étajit aussi connu sur la droite D, nous 

mM = o(t). 
Par conséquent, tr et ^ étant les coordonnées de M à rinstant t, il 
Tiendra 

X = /((), y = fit). 

Ed éliminant t entre ces deux équations, on obtiendra l'équation de la 
trajectoire 

F(ï, yl = 0. 
Yite*se. — Si Vi et \'y sont les vitesses des mouvements suivant Ox, Oy 
et V la Yltesse résultante, nous avons évidemment 
(V)={V.) + iV,|. 
La viteste rétultante est donc la résultante géométrique des vitesses de* 
mouvements cmnposants ; de sorte qu'elle est ainsi parfaitement déterminée 
en grandeur et direction. 
Accélération. — Soit (r) l'accélération résultante ; nous avons 

mais |V| = (Vi) + (V^), (V) = (V,) + (Vv)i 

il viendra en sulistituant, 

r (V^)-;Vx) _^ (Vv}-(Vvn ^ 

ou bien 

Par conséquent, l'accélération du mouvement résultant est la résultante 
géométrique des accélérations des mouvements composants. 

Elle est donc bien déterminée. 

Dans le cas de trois mouvements on raisonnera pareillement et on verra 
que la vitesse et l'accélération résultantes sont reipeelivement les résultantes 
géométriques des vitesses et des accélérations des mouvements composants. 

107. Composition db dedx hodvbments aoELCONiiuEs. — Soit un système [X) 
fixe, un système |S) mobile et un point M mobile dans le système (S). 
Kous nous proposons d'étudier le mouvement absolu du point M, c'est-à- 
dire le mouvement de ce point par rapport à un observateur invariable- 
ment lié au système (S), connaissa.nt son mouvement i'etttralnement ou 
mouvement de (S} par rapport à (S| et son mouvement relatif, c'est-à- 
dire le mouvement de ce point H dans le système (S). 

Soit H la position du point ï l'instant t, et cherchons sa position H' à 
l'instant t-hàt. 

Si (S) était immobile H viendrait en Hi et on aurait 



(D = lim 



/MM,\ 



PROJECTION ET COMPOSITION DES Mol 

mais |S) étant mobile, le point vient, emporté par (S), 

Or, si nous Joignons tlH', nous avons i 

(Hir) = (HHO + (lUT). ! 

d'où, en divisant par AI et passant k la limite, I 

La vitesu abtolue est donc la somme géométrique < 
tiemenl et de la viteue relative. i 

Quant à l'accélération absolue elle n'est pas, en gêné 
trique des accélérations des mouvements composants, 

196. HtTBODG DE RoBEaV«L POUR LB lIlACi DES TAN6I 

courbe (C) peut être considérée comme trajectoire réi 
tionde deux mouvements, la composition des vitesse 
méats donne la vitesse du mouvement suivant la courl 
la tangente à cette courbe. Lorsque les deux mouven 
mieux, quand les vitesses composantes se construiseB 
utiliser cette remarque pour construire la tangente i 



199. Un mobile décrit une circonférence d'i 
forme. Étudier le movvemenl de la projection 
diamètre donné. 

Soit 1» la vitesse angulaire du mobile I. 
mouvement dt 
sur le diamètr: 
en choisissaal 
l'origine des tei i 
arcAM =■■ 
d'oii & -■'■ 

Pour le mou\ 
jection m, adoptons A comme origine des 

Âm = R — R ces 9, 
ou bien, en posant Am = e, 
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oscille d'une extrémité à l'autre du diamètre AA', Ces oscilla- 
tions sont isochrones ; effectivement, le temps que met m à par- 
courir une fois le diamètre AA' est égal à celui qu'emploie M à 
parcourir la demi-circonférence AMA'. 
En appelant T la durée d'une oscillation simple, nous avons 



La vitesse de m peut s'obtenir, soit en projetant sur Ox la 
vilesse de M, soit en calculant ^,; nous obtenons pour son 
expression 

« = R(o8in<u(. 
Calculons maintenant l'accélération; nous avons 

■f = eU = vt, 
ou bien 

(2) 1 = Ru>cos(u(. 

Si nous éliminons le temps entre (I) et (2) nous obtenons la 
relation remarquable 



PROJECTION ET COMPOSITION DE3 MOUVEMENl 

En posant arcAM = e, comme ob a e = RS, 
espaces pour le mouvement du point M sur la cir 
s'écrira 

e =: R arc cos (1 ^ ( ) ■ 



— On obtiendra la vitesse en calculant 
de e; pour l'accélération, que l'on pourra déterminei 
des formules du n" 191, nous remarquerons qu'elle ( 
dicuiaire à Oa; ; effectivement, sa projection sur Ox ( 
mouvement de m étant uniforme. 



201. Un point gui décrit la parabole ;/* — ^px = 
au sommet à Fimtant initial et avec la vitesse a. Se 
chaque instant son accélération est parallèle à l'axe 0; 
la vitesse et l'accélération de c. mobile. 

Le mouvement projeté sur Ch/ est uniforme, car la 
de l'accélération du mobile sur cet axe est nulle ; non 
donc écrire 

y = at, 
a étant la vitesse initiale du mobile. 
D'autre part, l'équation 

V' — 2pa: = 
nous donne 

ou bien 



Ceci posé, la vitesse V du mobile se déduira de la f 

V' = Vî + Vî; 



mais Vi = — (, 

et nous aurons 
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Quant à l'accélération elle est précisément égale à celle de la 



202. Composer les deux mouvements dirigés suivant les a 
i)x, Oy rectangulaires 



(2) y = ,it + jit: 

Construire la courbe indicatrice des vitesses. 

Pour obtenir l'équation de la trajectoire il sufRt d'éliminer ( 
entre (1) et (S). Or, retranchons membre à membre ces deux 
équations, nous aurons 

x—y = (a — a')(, 

a; — V 

d'oU ( = §•; 

a — a 



PROJECTION ET COMP03ITIOH DES MOCVEMI I 

Construisons maintenant la courbe indicatrice i ; 
pour cela, nous figurerons les segments OA ayant 
commune le point et équipoUeols aux vitesses 
décrira la courbe cherchée; or, nous avons visiblen 
coordonnées de A k = 'V, = a + bt, j] = V^ = ' 

EUminons t, nous obtiendrons 



Cette équation représente une droite. 
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A et H; le système s'allonge et se replie de telle sorte que les 
sommets 0, E, H, I soient toujours sur la même droite. 
i" Quelle est la loi du mouvement des points E, H, 1 ? 
ï> Quelles sont les trajectoires des points G, F, K ? 
3° Quelle est la trajectoire d'un point M fixe sur l'un quel- 
conque des côtés de ces losanges ? 

i" D'après l'hypothÈse, les points E, H, I décrivent une 
mëine droite Oa;. 
Nous avons en outre, en appe- 
— lant a la longueur des cotés 



\ 




0E = 



= 4acos8, 



= 2acose. 0H = 
01 = 6a cos 9. 
Par suite, u étant la vitesse an- 
gulaire des poignées OA et OB 
nous aurons 0/ = tu puis 
Ve = — 2a(isin6, 
Vh = — 4ffla>sine, 
V, = — 6a<usinfi. 
Ces vitesses varient donc en progression arithmétique. 
2° La trajectoire du point G est la circonférence de centre 
et de rayon a. 
Soient maintenant x, y les coordonnées de P, nous avons 
a; = 3a cos 6, 
y = asinB ; 
d'oii nous tirons, après élimination de 6, 

9a' a* 
La trajectoire de F est donc une ellipse dont les axes, respec- 
tivement dirigés suivant Oa: et Oj/, ont pour longueurs 2a et 6a. 
On trouve pareillement pour équation de la trajectoire de K 



25a» 



PROJECTION ET COMPOSITION DES MOUVE 

Cette équation représente une ellipse dont le 
suivant Oj et Oy ont pour grandeurs 2a et lOa. 

Ce résultat pouvait s'obtenir autrement. En effe 
FD et KG jusqu'aux points F' et K' où ils rei 
nousavons EF = 2(i, HK'=:4a. Gessegments< 
et leurs extrémités décrivant deux axes rectangul 
tout point de ces segments décrit une ellipse. 

3° En vertu de cette dernièreremarque, la trajec 
M appartenant au côté HK est une ellipse syméti 
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a» = a» + A' -t- ÔÂ*— Va' + A'.OA coswt, 
d'où, après résolutioD, 

OA = /■(() = v'a' + A' cos (.>( ± ^a'cos'ut — fc' ain*(i>i. 

2QG. La projection d'une circonférence sur tt» p/art passant 
par l'un de ses diamètres AA' e*( une ellipse (E). //n point M 
décrit la circonférence avec la vitesse angulaire constante lu. 
Calculer la vitesse et l'accélération du point m de l'ellipse, pro- 
jection de M. 

Rapportons l'ellipse à ses axes ; si nous appelons ip l'angle 
du rayon OM du cercle avec OA, les coordonnées de m 

s'écriront 

X = a cos tp, y = 6 sin tp ; 

d'ailleurs, en vertu de l'hypo- 

thèae sur le mouvement de M 

on a 

l'origine des temps étant con- 
venablement choisie. 

Soient V,, 'Vy les projections 
de la vitesse de m sur les axes, 
nous aurons, d'après un théorème connu, 

Vi = a^ = — oiu sin <f, Vy = yî = ft<u cos f. 

la vitesse de m est tangente à l'ellipse E et a pour grandeur 

(I) V = /Vl + Vî = Wa' sin' ? + A' cos» ?. 

Or, considérons dans la circonférenc«, le rayon OM' incliné de 

■T + f sur OA, ilest perpendiculaire à OM, par suite Om' et Om 

sont deux demi-diamètres conjugués ; d'ailleurs m' a pour 

coordonnées — a sin f et 6 cos tf et la relation (1) s'écrit plus 

simplement V = Om'.ui. 

Calculons maintenant l'accélération, si J» et J^ sont ses pro- 
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MOUVEMENT RELATIF 

jections sur les axes, nous avons 

Ji = (Vx)î = — at^' COS f = — w'ar, 
J^ = (Vy)! = — aiu' sin » = — i^'y, 

'--Ll . 
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trainemeDt et le mouvement de ce point sur OC sera le même 
que celui de M sur MG. 

Pareillement, quand M décrira CD, le point parcourra appa- 
remment et suivant la même loi le segment CD' = CD, etc.. 
Ceci remarqué, on voit que les droites MO, CC, DD', ... et 
plus généralement toutes les droites ayant pour extrémités deux 
points homologues sont concourantes en leur milieu I, les 
figures MCOC, CDCiy, . . . étant des parallélogrammes, 

La trajectoire apparente du point est donc le polygone 
OC'D'E'... symétrique du polygone ABGD... par rapport au 
point I. 

On passe d'ailleurs aisément du cas où la trajectoire de l'ob- 
servateur est une ligne brisée à celui où elle est curviligne. 

Enfin, lorsque cette courbe est plane, la trajectoire apparente 
du point fixe est une courbe égale, et ces deux courbes sont 
parcourues suivant la même loi. 

208. Direction la meilleure à donner à son parapluie. 
Nous supposons le voyageur et les gouttes de pluie animés de 
mouvements uniformes et dans des directions situées dans un 
même plan vertical. 

Le voyageur doit évidem- 
ment quand il est au repos 
donner au manche de son pa- 
rapluie la direction absolue 
des gouttes d'eau, et quand il 
marche, celle de la direction 
relative, le mouvement d'en- 
trainement étant celui du voya- 
geur. 
Par conséquent, si V et r sont les vitesses du voyageur et des 
^gouttes de pluie, la vitesse relative v' de celles-ci sera définie 
par l'égalité géométrique 

(•') = (•) - (V), 
(»') = W + (-V). 




MOUVEMENT HELATTF 

La construction connue donne (OA') = {v% d 
le manche du parapluie devra être dirigé suivant OA. 



209. Soit OC la roule d'un navire à voile, v m vite 
direction du vent, et V sa vitesse; soit, de plus, a /' 
quille AB du navire avec XY. On demande l'angle de . 
véritable du vent avec la direction apparente. 

Imaginons dans l'air un corps très léger M ; il ser 
par le vent avec la vitesse V. C 
tesse absolue Vn- 

Si ce corps est observé par uc 
navire, le mouvement d'entraini ; 
celui du navire, et l'on aura (i , 

Or, (V,) = (V.)-(V,), 

etpouravoir (Vr), nousporteron : 
= V; A'D sera la vitesse d . 
rapport au navire. 




[ 
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en partant d'un point donné pour atterrir en un point de 
la rive opposée. Dam quelle direction doit-il nager? 

Pour un observateur en repos placé sur la rive, le mouvement 
^ du courant est le mouvement 

d'entrainement ; la vitesse d'en- 
trainement est donc dirigée sui- 
vant la rive et égale à f>. 

Le mouvement absolu est le 
mouvement du nageur dans la 
direction OD, faisant l'angle « avec la rive. D'autre part, en 
vertu de l'égalité géométrique 

nous aurons un parallélogramme OBAC dans lequel les côtés 
seront 

OB = V. = 6, BA = Vr = a, ÂÔB = a. 

Pour le construire, il suffit de considérer simplement le 
triangle OAB. Dans ce triangle, nous connaissons l'angle 
AOB = a, et les deux côtés OB = b, AB = a, c'est-à-dire 
deux cotés et l'angle opposé à l'un d'eux. On obtiendra donc la 
direction BA, ou le point A en coupant OD par la circonférence 
de centre B et de rayon a. 

La discussion, qui est traitée dans tous les cours, peut se résu- 
mer comme il suit : 

/ a < 6 sin a, solution, 

a = & sina, 1 sol. 

6 sin « < a < i, 2 sol . 

' a > 6, 1 sol . 

1 a<6, Osol. 

^ \ a>b, Isol. 

On voit d'ailleurs que la trajectoire relative du nageur sera 
rectiligne. Quand le problème admet deux solutions, l'un des 
chemins est plus long que l'autre. 
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SfOCVEMENT RELATIF 

211. Un point M est animé d'un mow 
vitesse V suivant yO ; «n tube PQ est ani i 
de translation recliligtie dans la direction < 
Quelle doit être la vitesse dans ce dernier m< 
mobile suive l'axe du tuyau ? 
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tion du roulement sans glissemeot, 

{ arc m = 01, 
^ ' j arc l'M' = or. 

Prenons arc l'Mi = arc IM et joignons MM| ; MMi est égale 
et parallèle à H', et les égalités (l) nous donneront 

arclW— arclM = Or — 01, 
ou bien 

arc M,M' = MM.. 
Par conséquent, le mouvement du point M peut être consi- 
déré comme résultant de la translation 
MM, parallèle à 0^ et du déplacement 
M,M' = MMi sur la courbe. 
D'autre part, comme on a 

l*v, y ,. arcM.M' ,. MM. 

l.m.^^ = Um.— . 

les vitesses Vi, Vi de ces deux mouve- 
ments sont égales et leur résultante sera dirigée suivant la bis- 
sectrice MJ de l'angle ViMVs. 

La normale MI à la cjcloïde au point M s'obtiendra donc en 
joignant ce point au point de contact de la circonférence avec Ox. 



192. — Composer les deus mouvements rectilignes e 
laires suivant Oie, Oy, connaissant les lois des espaces 



Trajectoire, vitesse, accélération. 

193. — Un segment reetiligne A6 = a, glisse suivant Oie et un 
point M se meut sur AB ; sachant que l'on a 




étudier le mouvement du point H sur Oir. 



I9i. — Composer les deux mouvements rectilignes 
laires suivant Otc, Oy connaissant les lois des espaces 



Trajectoire, vitesse, accéléralion. 

19S. — Uq rectangle ABCD se meut d'un mouveme) i 
, _ ^ tion uniforme, avec la i 

côtés AB, CD glissen 
ment sur les droites ii 
yj/. Au moment où le 
dans la position ABCD 
situé sur GB est lanci 
tesse V suivant ladire' I 
demande : 1° à quelle 
en quels points F, G le mobile rencontrera AB et CD ; 
la distance FG et l'angle de cette droite avec BC. 
On donne OB =b, BC = a. 




202. — Un point H décrit une droite Oie d'un mouvement uni- 
forme, pendant que cette droite tourne uniformément autour de 
dans un plan. Construire la tangente b la trajectoire du point M. 

203. —Direction de la girouette d'un navire connaissant la vitesse 
du navire et celle du vent. 

204. — Une droite AB s'appuie sur un point fixe sur lequel 
elle peut glisser, pendant que son extrémité A décrit d'un mouve- 
ment uniforme une droite (D). Mouvement relatif de sur AB. 

205. — Deux trains vont en sens contraire l'un de l'autre, le pre- 
mier avec une vitesse ri, le second avec une vitesse vi. Un voya- 
geur placé dans le premier train observe que le second a mis n se- 
condes pour passer. Calculer la longueur du second train. 

206. ^ Les extrémités d'un segment AB = 2a glissent sur deux 
axes rectangulaires Ox, Oy ; en posant OAB = 6 on suppose que 
l'on a 9 = u)(. Trouver la trajectoire et le mouvement relatifs de 
par rapport à AB. 

207. — Dans une horloge, trouver le mouvement relatif de l'ai- 
guille des minutes par rapport a l'aiguille des heures. 

208. — Un bateau remontant un fleuve met le temps B pour par- 
courir l'espace e ; quand il le descend, il met le temps V pour 
parcourir le même espace. Trouver la vitesse du courant et la vitesse 

que posséderait le bateau sur une eau tranquille. 

209. — Une barque qui aurait une vitesse de {''sur une eau tran- 
quille, traverse une rivière de SO" de large. Partant d'un point 
donné d'une rive, elle sedirige dans une direction donnée. fEn quel 
point abordera-t-elle? 2° Calculer le chemin parcouru. 

210. — Un cylindre vertical fait autour de son axe 3 tours par 
seconde ; un poids muni d'un stylet tombe librement le long du 
cylindre. On demande la nature de la courbe tracée et le coefficient 
angulaire de la tangente à la courbe au bout de -^ seconde de chute. 
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EXERCICES 

Le premier descend le fleuve, le second le remonte et i • 
le même espace e pendant le même temps 6. Sachan 
teaux qui étaient primitivement à la distance d se n i 
bout du temps 6', on demande la vitesse du courant. 

212. — Un point M se meut d'un mouvement unifc 
circonférence de centre 0, pendant que le point d ! 
contraire, sur une autre circonférence dans le même ] 
de même graduation ; étudier le mouvement du point 

(Antomari et L 

213. — On donne deux circonférences C, C mol '. 

91 
même plan. La circonférence C a pour rayon -^ a, i 

oO 

déplace d'un mouvement uniforme de vitesse a sur ] i 
La circonférence G' a pour rayon -^ a, son centre 6 • 

oO 

deux mouvements uniformes simultanés ; le premier I 
parallèle à CX, le deuxième de vitesse 6a perpendicu ; 
A l'origine des temps, CC est perpendiculaire à ( 
3a 

4o Calculer Cid à l'époque i ; 

2° Indiquer pour les différentes valeurs de t les posit; i 

des deux circonférences. 

(J8acc. spécial, Chan i 



GARONNET. — PROBL. DE MÉCANIQUE. 



HOUVEHENT DES PROJECTILES DANS LE VIDE 



21S. Supposons qu'on lance un projectile du point dans la. direction OD, 
faisant l'angle a avec l'horizontale Ox, et avec 
une vitesse initiale cg. 

Si le projectile n'était pas pesant, il viendrait au 
bout du temps t en m tel que 
Qm = Po( ; 
s )a pesanteur agissant sur ce mobile l'a fait 
descendre pendant ce temps de mM ^ — gt'. 
En résumé, au temps ( le projectile se trouve en M. Or, nous avons 
(OM) = (Om) + (mM) ; 




is projetons si 



l , = ..,i„...--|-.«p. 

Ces deux formules représentent aussi les projections du mouvement sur 
314. Trajectoire. — Ëlimlnons t entre les équations (1), 11 vient 

Cette équation représente une parabole dont l'aie est parallèle k Og ; son 
sommet S a pour coordonnées 



MOUVEMENT DES PROJECTILES DANS LE ' 

— C'est l'ordonnée BS du sommet ; on a donc 
Flèche 




ou plus simplement, 
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Pour que l'InËgalitË {3) soit vérifiée, il taut que le point {3iy') soit situé à 
nutérieur de cette paralwle. 

On démontre que, Vt Étant donnée, toutes les trajectoires qu'on obtient en 
faisant tarier l'inclinaison a sont tangentes à ta parabole de sûreté. 



218. Du haut d'une Cour de 100™ de kiiuteur on lance ious ttne 
inclinaison de 60° un projectile avec une vitesse initiale de BO". 
On demande à quelle distance du pied de la tour, il atteindra le 
plan horizontal qui passe par ce pied et quel temps il mettra à y 
parvenir. 

(Cime, acad., Bordeaux, 1879.) 

Par le sommet de la tour traçons l'horizontale Ox et la ver- 
ticale Oy, le plan xOy contenant la 
ji vitesse initiale ; les équations du mou- 

/ vement du projectile étant 

Uw 1 

o|-' X x=v^cos>t.t, y =vtsm<i..t — -^gt\ 

U s'écriront dans le cas actuel où l'on a 

1 . i/3 



[ 



v, = SO, COsa=y, . ^, 

a; = 25f, y = iS/S' t— ~giK 

Si B est le point du plan horizontal passant par le pied de la 
tour où tombe le projectile, les coordonnées de ce point seront 
AB et — 100 ; nous aurons alors, ( étant la dorée de la chute, 

(1) AB = 25(, 

(2) — 100 = 26*/Ie— -iffC. 
L'équation (2) nous donne (= lO"",? environ; 

en substituant dans (1), il vient 

AB = 267" environ. 

219. Construire l'indicatrice des vitesses qui correspond au 
mouvement d'un projectile dans le vide. 



MOUVEMENT DES PROJECTILES DA 

I«« équaUons du mourement d'un projei 

a! = V,oos».<, î/ = V,8iin, 

Soient X et Y les coordonnées d'un poii 

vitesses ; en choisissant pour origine com 
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MOUVEMENT DES PROJECTILES DANS LE VU 

parti de B est le même que celui du mobile lancé v< 
du point A. 

La durée de l'ascension de ces mobiles étant — 5 i 

9 
résumé 

— tff a<; — : rencontre pendant Tascensic 

— tg a = — : rencontre à la culmination ; 
vo g 

d> Vq 

— tff a > — : rencontre pendant la descen 
vo 9 



222. On lance au même instant deux projectiles i 
avec des vitesses Uq, Vi sous des inclinaisons a^ et c 
jectoires ont en commun le point et un second poin 
ver Vintervalle de temps qui s'écoule entre les passât^ 
projectiles au point M. 

Les équations du mouvement, et celles des traje 
deux projectiles s'écrivent 

X = V^ COS ao J, 



(Po) 



(Pi) 



y = VoSinoo.f — Y^^*, 



y = tgoo.o? — 
X = Vi COS aj . t^ 



gx' 



ivl COS* «0 ' 



y = vi sin ai . f — ~ 3(«, 

qx^ 
j/ = tgai.a?- 



2vî COS* «1 

Soient a/, y' les coordonnées du point commun M 
trajectoires, nous avons 




: 
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d'où nous tirons 






1- = 


2(l«.,-lg.,) 


«I" ' ' \ 


'\l>ICOS"., DÎCOS"^; 



Ceci posé, si nous appelons (^ et i, les époques auxquelles les 
deux projectiles passent au point M, nous aurons 



d'où, T étant l'interralle de temps qui s'écoule entre les deux 
passages, 

^_]^/^^ 1__\| _ iv„Vi COS g, CQS a.(tg »„ — tg a.) ■ 

I \foCOS«, «iCOSa,/! j(tl, C08a„-4-u, cOSa,) 

Remarque. — Pour que les deux projectiles passent effecti- 
vement au point commun M, il faut que l'on ait 

(„ > ■ et i( > 0, 

c'est-à-dire, comme on peut toujours supposer cos o, > 0, 

y > et cos o, > 0, 

ou bien 

'^--'«•' >0, cos.,>0. 

t>, COS a, — Vu cos «o 

Ces inégalités sont d'ailleurs faciles à interpréter. 



323. Un projectile est lancé sous une inclinaison ( 
avec une vilesie telle, que la trajectoire passe en un point 
donné A. On sait que la droite qui joint le point de départ 
au point A fait avec l'horizon un angle p, et que le corps par- 
courrait cette droite en n secondes, s'il se mouvait uniformément 
avec la vitesse initiale. Déterminer l'instant auquel le projectile 
atteindra le point A, [p_ Ju^lien) 

Si Ug est la vitesse initiale, les formules du mouvement du 
projectile seront 

(1) X = V, cos at. 
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(2) 



1 



y =UoSina^-yj<^ 



Soient a?!, j/i les coordonnées du point A ; 
mettra le mobile pour arriver en A sera, en vert 



(3) 

mais 
donc 



t = 



a?i 



Vo COS a 



OA = nvr 



et 



0A = 



Xi 



COS ( 



Xi 

— = n COS 3, 



et en portant dans (3) on obtient 

COS p 



t = n 



COS a 



EXERCICES 



214. — Deux projectiles tirés par une même pièce 
calement s'échappent de la bouche du canon avec u 
100™ par seconde et à deux secondes d'intervalle. A q 
se rencontreront-ils sachant que g = 9™,80 ? 

{Bacc, Grenoble 

215. — Un point M est lancé dans le vide, à partir 
suivant l'horizontale Ao?, avec une vitesse donnée a. 

Trouver à l'époque t: i^la. distance du point M à l'hc 

à la verticale Ay et au point A ; 2© les composantes 

parallèles à Ax et à* Ay, la valeur de cette vitesse et 1 

fait avec l'horizontale. 

{Bacc.y Lille, 

216. — Un boulet de canon est lancé du point A, 
plan horizontal, avec une vitesse r, dont la direction fa 
avec le plan horizontal. On demande : 1® d'expliquer 
peut trouver la position occupée par ce corps au boa' 
donné t; 2^ connaissant la hauteur maximum h à laq 
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ce boulet et la distance a du point A au point B oii ce boulet 
retombe sur le sol, de calculer v et a, 
ApplicaHon : h = SS-.at, a = sas^.îS. 

(Baec.spéciat, Alger, 1887.) 

217. — Un corps pesant, lancé de bas en haut, avec une vitesse 
initiale inclinée de 60°, va retomber sur le sol & une distance de 
son point de départ égale à lOO". A quelle hauteur masima s'est-il 
élevé ? 

(Srec. de Vent, spécial. Douai, 1881.) 

218. — Un but C est élevé de iOO" au-dessus du plan horizontal 
passant par le lieu A où Ton se trouve. Sa projection B sur ce plan 
est située h, 250°' de A. On veut de ce point A atteindre le but G, 
en lançant avec une vitesse de TiO"" un projectile pesant. Quelle 
valeur 1 faut-il donner à l'angle que fait la vitesse initiale avec 
l'horizon? 

[firetJ. ens. tpicial, Douai, 1881.) 

219. — Un projectile est lancé sous une inclinaison de 60° avec 
une vitesse defiOO™.-On demande : t" la direction et la grandeur de 
la vitesse au bout de 5 secondes ; 2* la plus grande hauteur qu'il 
atteint ; 3° au bout de combien de temps il se trouvera à lOO"" au- 
dessus du plan horizontal d'où il est parti, 

iDiplâme ent. tpédal, Bordeaux, 1877.) 

220. — Un projectile est lancé horizontalement avec une vitesse 
de 200"" ; il tombe sur un plan horizontal situé à 10° au-dessous du 
point de départ; on demande la durée de la chute. 

221. — La portée d'un projectile est de SOC", la durée de son 
mouvement égale 10 secondes ; déterminer la direction et la gran- 
deur de la vitesse initiale. 

222. — On lance au mÈme instant, deux projectiles des points 
et I situés sur la mCme horizontale à la distance a, avec des vi- 
tesses.*,,, ui dont les directions contenues dans le même plan ver- 
tical font entre elles un angle droit. Calculer la distance minim a 
de ces projectiles. Condition pour que ces deux projectiles se ren- 
contrent. 

223. — Un projectile pesant est lancé avec une vitesse initiale de 
6S°>,9. La direction de cette vitesse fait avec l'horizontale un angle 



de 60" : 1» Position du sommet de la parab 
du mobile en ce point ; 3° temps qu'il en 
sommet; i» amplitude du jet? 

tConc. acad.,ens. ipéeUU, 

224. — On lance un mobile pesant av< 
Trouver la direction suivant laquelle on do 
projectile rencontre l'horizon en un point i 
jectile y arrivent ensemble. 

225. — Un bouletde canon partantde p 
atterrir en P. Calculer OP, sachant qu'au 
tend le bonlet de canon tomber en P. 



226. — Un projectile décrit une parabole 
tion des deus tangentes à la trajectoire au 
ont un produit constant est un cercle décri 
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CHAPITRE IV 
DÉPLACEMENT D'0NE FIGURE PLANE DANS SON PLAN 



On peut supposer qu'uapliin soit Tornié de deux feuillets, l'un Axe, l'autre 
pouTant glisser ^ur le premier; si une Dgure est tracée sur le teuiUet mo- 
bile, on réalise ainst tout déplacement de cette Sgure dans son plan. 

234. THitoTiiKt DE CHitsLEs. — Si t'oti eomidére deusc potUion* iPtifu figure 
ie déplaçant dans son plan, on peut paaer de l'tmt à l'autre par une 
rotation autour d'un certain point du plan. 

En particulier, si tes deux positions sont inbalment Toisines, le point 
autour duquel 11 faut effectuer la rotation porte le nom de centre instan^ 
t<mé de rotation. 

Ainsi, si le déplacement de la Qgure mobile ou, comme on dit encore, 
du plan mobile est bien déâni, A toute position de la Qgure correspond un 
centre insl^tnlané. 

Les remnrques suivantes sont très importantes, 

235. A un instant quelconque : 

i" Les normaiei menées par les différents points de la figure mobile aux 
trajectoires qu'ils décrioent, concourent au centre initantané ; 

2° La normale à toute courbe invariablement liée au plan mobile, au 
point où elle louche ton enveloppe, passe par le centre instantané ; 

3" Les vitesses de deux points quelconques du plan mobile sont perpen- 
diculaires aux droites qui joignent ces points au centre instantané et pro- 
porlionneUes aux longueurs de ces segments. 



r 



fTJK -JS 



DÉPLACEMENT d'uNE FIGURE PLANE DANS SON 

peut être réalisé par le roulement sans glissement^ d'une c 
du plan mobile, appelée roulante, sur une courbe du plw 

BASE. 

La base est le lieu des centres instantanés dans le plan fixe 
est le lieu de ces mêmes points dans le plan mobile. On s'aj 
remarque pour rechercher la base et la roulante dans un 
donné. 

227. Mouvement cycloïdal. — On appelle ainsi un mouvemei 
la base est une droite et la roulante une circonférence. On 
point de la roulante décrit une cycloïde, c'est la définition n 
courbe. 

Remarque. — Si Ton considère le mouvement inverse, c 
mouvement dans lequel la base est une circonférence et la 
droite, on remarque que la droite roulante est constamment 
trajectoire d'un quelconque de ses points. — Ces trajectoires, 
de la propriété d'avoir leurs normales tangentes à ^une circo 
reçu le nom de développantes de cercle. 

Mouvement épicycloïdal ou hypocycloïdal. — Dans ces moi 
base et la roulante sont des circonférences qui se touchent exi 
ou intérieurement. 
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228. Compas elliptique, — Etant donnés deux axes 
laires Oar, Oy et un segment AB de longueur invai 

les extrémités sont assujetties 

les axes précédents, on sait 

point fixe de ce . segment c 

ellipse. Ainsi, si nous consi 

point M de AB, tel que 

BM = a, ce point décrira u 

dont les axes sont Oa?, Oy el 

longueurs 2a et 26. 

Dans le cas particulier où M est le milieu de AB, 

toire est la circonférence de centre et de rayon OM 

Cette génération mécanique de l'ellipse nous donne 
velle construction de la tangente à cette courbe. 

Effectivement, le centre instantané qui correspond l 
tion AB du segment est à Tintersection I des normal 
aux trajectoires Oo?, Oj/ des points A et B ; par suite. 
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normale en M à l'ellipse trajectoire de ce point, et MT per- 
pendiculaire, est la tangente. 

Déterminons enfin la base et la roulante qui correspondent au 
déplacement de AB. 

Si nous joignons 01, nous avons 01 = AB = const., par 
conséquent la base est la circonférence de centre et dont le 
rayon égale AB. L'angle BIA étant droit le lieu du point 1 
dans le plan mobile, c'est-à-dire par rapport à AB, est la cir- 
conférence décrite sur AB comme diamètre. 

En résumé, le déplacement de AB peut être aussi réalisé en 
faisant rouler intérieurement une circonférence sur une autre 
de rayon double. 

229. Construire la normale en un point quelconque d'une 

conchotde plane. 

Soit la courbe (C) supposée plane et un point de son 
plan ; si l'on porte sur les rayons 
vecteurs CM, MA = MA' = /, le 
\rt) lîeudespoints A, A' estuneconcAoïde 
de la courbe (C). 

Considérons le segment AA' comme 
une figure invariable se déplaçant 
dans son plan ; son milieu M décri- 
vant la courbe (C) et sa direction 
passant par le point fixe 0, le centre 
instantané 1 est l'intersection de la 
normale MI à (C) et de la perpendiculaire 01 à DM. 

Par suite lA et lA' seront les normales à la conchoïde (f), 
aux points A et A'. 

330. Construction de la normale aux podaires des courbes 
pla„e,. 

Soit une courbe plane (C) ; on appelle podaire de la courbe 
(C) par rapport à un point de son plan le lieu des projections 
P du point sur ses tangentes. 




DÉPLACEMENT D UKE FIGURE PLANE DANS SO! 

L'aogle droit xVy constitue une figure invariabl 
place dans son plan 
ayant pour envelopi 
(G), tandis que Pa; 
point fixe 0. 

Le centre instantai 

respond à son déplao 

tésimal, est donc 1 

de la normale HI à 

perpendiculaire 01 à OP; par suite IP est la m 

podaire au point P. 

Par conséquent, si l'on sait construire la normal 
connaîtra la normale à l'une quelconque de ses 
réciproquement. 
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et le lieu de C est la parabole qui a le point F pour foyer et 
pour directrice i'. 

La base étant le lieu du point 1 dans le plan fixe, rapportons 
ce point aux axes xVy. 

Le triangle rectangle AFI nous donne 



ou bien, en posant OF : 



FK =KA.KL 
2 ' 



La base est donc une parabole d'axe ¥x, de sommet F et de 
paramètre ^^■ 



232. Un angle droit se déplace dans son plan; son sommet 
décrit une circonférence tandis que Cun des côtés passe par un 
point fixe : démontrer que le second côté enveloppe une ellipse ou 
une hyperbole. 

Soit l'angle droit OMA dont le sommet décrit une circonfé- 
rence de centre C, le côté OM passant 
par le point fixe ; le centre instan- 
tané est à l'intersection I du rayon CM 
et de la perpendiculaire en à OM ; 
donc le point ou MA touche son enve- 
loppe est la projection A du point I sur 
ce côté. 

Prenons le symétrique 0' de par 
rapport à C et joignons O'A jusqu'à 
sa rencontre D avec OM. Nous avons 




1 



0'A-t-0A = 0'D = 2CM. 



Donc le lieu du point A est une ellipse de foyers 0, 0' et dont 
le grand axe mesure le diamètre du cercle donné. 

Lorsque les deux points et C sont de part et d'autre du 
côté MA, on obtient comme lieu une hyperbole. 






DÉPLACEMENT d'uNE FIGURE PLANE DANS SON 

233. Une figure plane se déplace dans son plan; 
deux droites de cette figure enveloppent des cir 
P trouver la base et la roulante ; 2° démontrer qu 
droites de la figure mobile enveloppent des circonfén 

(Boi 

1* Soient les deux droites Di, Dj qui enveloppent 
ment dans le glissement de la figure mobile les circoi 
et 0'. Le centre instantané est l'intersection I des j 
laires menées par et (V à ces deux droites. 

Si nous posons D1AD2 = «, nous voyons ( 
010' = 180° — a. La base est donc le segment < 
l85o— 'a décrit sur 00' comme corde. 

Les parallèles à Di et à D2 menées Tune par 
par 0' se coupent évidemment sur la circonférence-h 
leur point de rencontre. 
Ces droites OA' et O'A' et en particulier le point 

être considé 
invariableme 
droites Di e 
à-direàlafigi 
or la longùei 
constante et 
diamètre de 1 
rence-base, d( 
du point I da 
mobile est h 
rence de centi 
rayon A'I. 
En résumé, on peut réaliser le déplacement de h 
faisant rouler une circonférence sur une autre de ra^ 
et située à Tintérieur. 

2o Soit une droite quelconque D3 de la figure 
ïcBs = p. Menons à cette droite la perpendiculaire 
le point oii D3 touche son enveloppe. 
IM rencontre la circonférence-base en un point J q 

CARONNBT. — PROBL. DE HÉCANIQIR. 




car OU = ?. Par suite les normales à l'enveloppe de Dj 
passent par un point fixe J et cette courbe est une circonférence 
décentre J. 

234. Le lieu des sommets des angles droits circonscrits à une 
ellipse est une circonférence. 

Soit l'angle droit AMB circonscrit à une ellipse et considé- 
rons le plan qui lui est invariablement lié; dans le glissement 
continu de ce plan le centre instantané est le point de rencontre I 
des normales à l'ellipse aux points A et B. 

La normale en H au lieu de ce point est la diagonale Ml du 
rectangle AHBI ; cette droite passe par le milieu de la corde AB 
et par suite par le centre de l'ellipse. 

La courbe lieu de M ayant toutes ses normales concourantes 
en est une circonférence de centre 0, 

On voit immédiatement qu'elle a pour rayon y/u^-i-ô», en 
considérant le rectangle circonscrit à l'ellipse. 

Remarque. — Le même raisonnement permet de trouver le 
lieu des sommets des angles droits circonscrits à l'hyperbole ou 
à la parabole. 

236. Deux points A et R d'une figure plane de forme inva- 
riable, mobile dans son plan, décrivent leurs trajectoires d'un 
mouvement uniforme. Trouver le Heu du centre instantané dans 
la figure mobile. 

On suppose en outre que deux courbes (C), (C) glissent sur deux 
points fixes P, F et que la vitesse de glissement soit à chaque 
instant la même pour les deux courbes. Montrer que celte der- 
nière condition suffit pour déterminer le lieu du centre instantané 
dans le plan fixe. Quel est ce lieu ? Quel est le mouvement pour 
lequel toutes ces conditions sont réalisées ?. 

i " Appelons a et 6 les vitesses des points A et B; par hypo- 
thèse ces quantités sont constantes. 

Soient maintenant à l'instant t, 1 le centre instantané de 
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EXERCICES 

rotation et w la vitesse angulaire ; nous aurons 

lA.to = a, IB.to = 6, 

d'où nous tirons 

lA _ o^ 

m" b' 

Par conséquent, la roulante est la circonférence (( 

diamètre "À'B', A' et B' divisant le segment AB 

a 
port y . 

2** Les vitesses de glissement des deux courbi 
expressions IP . w et IP . w . 
Pour qu'elles soient égales il faut que Ton ait 

IP = IF. 

Par suite, la base est la perpendiculaire (D) à PF 
son milieu. 

Le mouvement pouf lequel les deux conditions 
sont remplies est réalisé par le roulement de la c 
(C) sur la droite (D). 

C'est un mouvement cycloïdal . 



EXERCICES 



228. — Une circonférence roule intérieurement suri] 
rayon double. Démontrer : 1» que tous les points de 
décrivent des droites ; 2<> que tous les autres points du j 
décrivent des ellipses. 

229. — Les extrémités A et B d'un segment rectilign 
deux droites concourantes Oa?, Oy. Trouver la base et 1 

230. — Les côtés Ao?, Ay d'un angle xAy de gran 
tante glissent sur deux points fixes. Trouver la base et la 

231. — Un angle xAa/ se déplace dans son plan ; le côt 
tangent à une circonférence G et le côté Aa/ glisse su 
fixe P. Trouver la base et la roulante. 
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232. — Deux tiges égales OA, AB sont articulées en A ; le point O 

. estfîieetBestassujettiiidécrire Ox. 

On fait tourner OA autour de 

dans le sens des aiguilles d'une 

-^ montre avec la vitesse angulaire 

constante u = 1 , 

i' Trouver le mouvement du point B. 

2' Construire le centre instantané I qui correspond Ét&~ déplace- 
ment de AB, 
3° Trouver les lieux du point I dans le plan fixe et dans le plan 



HOnVEHENT DU SOLIDE. - COHPOSITK 
TRANSLATIONS ET DES ROTATION 



336. HotTVEMENT DR TRANSLATION. — Le mouvement d'un s< 
translation, quand, à un instant donné, d'ailleurs quelconqu 
de tous ses points sont représentées par des segments équipe 

On convient de représenter la translation à une époque d 
segment (T| = |c) équipoiientà la vitesse que possède cbac 
du solide à cet instant. 

Il suit de \k que le ge|;ment (T) peut être transporté paraili 
même n'importe où dans l'espace. 



Il suit de i;i que l'origine du segment (B) peut être transportée e 
point quelconque de su direction. 

339. CoMKisinoH Dis rotations. — Ltt rotofiotu $e compotent eomt, 
foreei. 
En effet, considérons d'abord li 
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D'autre part, dans les rotations (Ri) et (R2) les vitesses de B sont 

Vi = BH.wi = BH.ORi = surf. OR^BRs, 
V, = BK.o)a = BK.OR2 = surf. ORiBRs, 
donc 

- en outre, comme ces vitesses sont toutes 
deux perpendiculaires au plan de la 
figure et opposées, leur résultante est 
nulle. 

Ceci prouve bien que tous les points 
de la droite OB ont une vitesse nulle 
c'est-à-dire que le mouvement résultant 
est une rotation autour de OB. 
Soit Q la vitesse angulaire de cette rotation et égalons les deux expres- 
sions de la vitesse du point Ri du solide, considéré comme participant 
d'abord aux deux rotations composantes et ensuite à la rotation résultante, 
nous aurons 

RiD.wa = RiC.U, 







d'où 



Û = 



R1D.OR2 surf. ORtBR, 



= OB. 



RiC RiC 

Enfin le sens du déplacement de Ri achève de prouver que la rotation 
résultante est bien représentée par le segment OB. 









241. Couple de rotations. — Soient les rotations (Ri), (R2), égales, paral- 
lèles et de sens contraire, OiOs le bras de levier du couple qu'elles forment. 

Considérons un point M quelconque du plan 
O1MO3 mené par OiOa perpendiculairement au 
plan du couple. 

Sa vitesse résultante sera la diagonale MW 
du parallélogramme construit avec les vitesses 
composantes MVi, MVa. 
Or, nous avons 

MVi — OiM.o), MV, = O2M.U), 

d'où 

MVi _ WVi _ 

MOi ■" MO2 " *^' 
11 résulte de là que les deux triangles O1MO2, MViW sont semblables, car 

MViW = 61MO2 ; par conséquent , MW est perpendiculaire à OiOi et 
MW = OiOj.o). 

En résumé, tous les points du solide ont des vitesses équipollentes 
à (MW), et nous voyons que tout couple de rotations est équivalent à une 
translation de grandeur égale au moment du couplet dirigée perpendi- 
culairement au plan du couple^ dans le sens du déplacement d'un point 
quelconque Oi des axes. 

Remarque. — Si un solide est animé de plusieurs translations et rotations 




simultaDées, on pourra, après avoir remplacé les translations par des cou- 
ples de rotations, réduire les roUtions en elTectuant les mêmes constructions 
que dans le cas des forces appliquées à un solide. 



242. On donne dans un plan (P) une droite (D). On suppose ce 
plan animé de deux mouvements simultanés : le premier est une 
rotation uniforme autour de (D) ; le second, une translation uni- 
forme parallèle à D. Etudier le mouvement résultant d'un point 
quelconque du plan (P), 

Adoptons trois axes rectangulaires (0, xyi) l'axe Oz coincidant 
avec la droite (D). 

Supposons qu'à l'origine des 
temps le plan (P) coïncide avec le 
plan xOï et considérons le point 
de ce plan, qui, à cet instant, est 
défini par Om = a, mti = h. 
Au bout du temps l, le plan aura 
tourné de l'angle 9 = i»( autour 
de 0:: et en même temps il aura 
glissé le long de cette droite de la 
quantité kt, k étant la vitesse de 
translation; parsuite,autempa t, le point M du plan aura pour 
coordonnées 

X = a cos tôt, y = a sin oit, z ■= h — kt. 

Le point M qui reste constamment sur le cylindre de révolu- 
tion d'axe Oî et de rayon a décrit une hélice. 
En effet, on a 

abscisse curviligne = a9 = atal, 
ordonnée = z = k — kt; 
l'abscisse curviligne est donc proportionnelle à l'ordonnée et 
cette propriété peut servir de définition à l'hélice circulaire. 

Étudions maintenant le mouvement du point M sur sa trajec- 
toire. Sa vitesse étant V, nous avons 

V> = Vî4-VÎ-»-VÏ; 




f 



MOUVEMENT DU SOLIDE 



257 



V. = - A, 



mais 

Vx = — ato sin wf, Vy = aw ces wf , 

et il vient 

V* = a*ti)* + A* = const. 

Par conséquent, le mouvement du point M est uniforme. Le 
mouvement du plan (P) est dit hélicoïdal. 



243. On donne dans un plan deux tiges lA, OAB; cette dernière 
passe dans un anneau A fixé à V extrémité de lA, et toutes deux 
peuvent pivoter autour de leurs extrémités respectives I et 0, qui 
sont fixes. Sachant que 10 = lA = a et que OB tourne avec 
la vitesse angulaire constante w, on demande : 1° le mouvement 
de lA ; 2® le mouvement relatif de OB par rapport à lA. 

1° Soient 6 et cp les angles de OB et de lA avec Ox. 

3 La vitesse angulaire de OB est 

ji^y^ la dérivée de 6 par rapport au 
temps ; nous avons donc 

6' = 0). 

0^1 IX Mais cp = 26, 

et il vient en prenant les dérivées, 




© 



= 26' = 2u>. 



Par suite, lA tourne autour de I dans le même sens que OB 
avec la vitesse angulaire 2u). 

2^ Pour avoir le mouvement relatif de OB par rapport à lA, il 
faut composer les deux rotations ( — 2to), (w) perpendiculaires 
en I et au plan de la figure et de sens contraire. On obtient 
ainsi d'après (239) la rotation ( — w) perpendiculaire en J tel 
que OJ = 201 au plan de la figure. 

Donc, pour un observateur entraîné avec lA, la tige OB paraît 
tourner autour de J avec la vitesse angulaire w, mais en sens 
contraire de la rotation de OB. 

Pour préciser, soit (P) le plan invariablement lié à OB et (F) 
le plan invariablement lié à lA. Le lieu du point J dans le 



1 

I 
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plan (P) ou roulante est la circonférence de centre U et de 
rayon OJ = 2a; d'autre part, le lieu du point J dans le plan 
{P) ou iase est la circonférence de centre 1 etderayon U = a. 
Leglissementdu plan (P) sur le plan (P) sera donc réalisé en 
faisant rouler intérieurement une circonférence sur une autre de 
rayon moitié. 

244 . On donne une droite xaf, deux circonférences C, C égales, 
tangentet entre elles et à la droite. 

On suppose qu'elles s'éloignent en roulant uniformément et avec 
la même vitesse sur xx', et l'on demande d'étudier le mouvement 
relatif de la circonférence C par rapport à la circonférence C. 

Si (C) et (C) sont les positions des deux circonférences à un 

certain instant, en vertu de l'hypo- 

^$y <C) thèse, le milieu de H' est un point 

'( ) l ) ""^ ^"'" ^''''' 

,/^X s > - -^ — Le mouvement infinitésimal des 

* I I a: 

Circonférences est une rotation au- 
tour du point de contact. La rotation (R) de (C) sera représentée 
par un segment de longueur m porté sur la perpendiculaire en 1 
au plan de la figure dans un sens convenable. La rotation (K') 
de (C) sera pareillement représentée par un segment, de même 
longueur u>, porté sur la perpendiculaire en F au plan de la 
figure, mais en sens contraire du précédent. En résumé, les 
rotations (R), (R') sont égales, parallèles et de sens contraire. 
Par suite, le mouvement relatif de (C) par rapporta (C) résultera 
de la composition des deux rotations (— R), (R'), égales, paral- 
lèles et de même sens et, d'après ce que nous avons vu (239), ce 
sera une rotation perpendiculaire au plan de la figure au mi- 
lieu de ir. 

En d'autres termes, est le centre instantané, dans le glisse- 
ment du plan (P^, invariablement lié à (C), sur le plan (P), 
invariablement lié à (C). 

Cherchons la base, c'est-à-dire le lieu du point dans le 
plan (P), Le point étant en repos absolu, sa vitesse relative par 
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rapport à (C) est perpendiculaire à 01 ; par conséquent, la tra- 
jectoire relative de ayant ses normales tangentes à (G) est une 
développante de cercle. 

La base est donc une développante de cercle et il en est de 
même de la roulante, comme on le reconnaît par un raisonne- 
ment identique au précédent. On peut d'ailleurs ajouter que ces 
deux courbes sont égales, car les développantes d'un même cer- 
cle, ou de cercles égaux, sont des courbes égales. 



EXERCICES 

238. — Mouvement de la bielle d'accouplement (*). 

239. — Etant donné dans un solide des points 0, Pi, P2, . . ., Pn, 
on joint OPi, OP2, ... et on considère les rotations simultanées 
représentées par les segments OPi, OP2, . . . , OPn. Déterminer la 
rotation résultante. 



240. — Une sphère tourne autour d'un diamètre D et glisse en 
môme temps le long de cette droite. Trouver à un instant donné le 
lieu des points de la surface de la sphère qui ont une vitesse 
donnée. 

Dans un engrenage conique, trouver le mouvement rela- 
tif de Tune des roues par rapport à l'autre (*). 



p, 242. — Dans l'équipage ci-contre, quel est le 
mouvement relatif du pignon P' par rapport 
à la roue Rf)? 




Si' 



243. — Un cylindre de révolution tourne autour de son axe AA', 
avec une vitesse angulaire constante w, pendant qu'un mobile M 

parcourt AA' d'un mouvement uniforme; trou- 
ver le mouvement apparent d'un point du cylin- 
dre par rapport au point M. 

244. — On donne dans un plan une droite OA 
tournant uniformément avec la vitesse angu- 




(*) Voir au besoin, pour ces mécanismes, le chapitre suivant. 



5'- 
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laire lu autour de 0, peDdantque la circonférence (C) roule saos 
glisser sur OA, avec la vitesse constante vo- 0i>cll6 relation doit-il 
eMster entre w et co, pour que le raouve- 
D* ment résultant du cercle se réduise à une 



9- 



■<S 



translation? 



245. — On donne deux droites parallèles 
D, D'; de ui circonférences 0, ff égales, rou- 
lent sans glisser sur D et D', de façon ii res- 
ter symétriques par rapport à a. 
On demande : 1° le mouvement relatif de 
la circonférence 0' par rapport à la 'circonférence ; 2° de cons- 
truire la base et la roulante dans le glissement du plan invariable- 
ment lié h ff sur le plan invariablement lié à 0. 



CHAPITRE VI 



TRIKSFORMATION ET TRUfSBDSSION DE MODTE: 

SYSTÈMES ARTICULES. HÉCANISHES 



2U. Les mouTemsnts les plus simples qu'oa emploie dans 1 
sont au nombre de quatre : 

I. Le mouvement reetUigru continu : R.C. 

3. Le mouTement reetiiigne alternatif: R.A. 

3. Le mouvement circulaire continu : C.C. 

i. Le mouvement circulais alternatif : C.A. 

Si l'on se propose de transformer ces mouvements, on a seize 
A résoudre comme l'indique le tableau suiirant : 





R.C. 


R.A. 


C.C. 


C.A. 


R.C. 










R.A. 










C.C. 










C.A. 











Hais dans la praUque on ne considère que les transformatior 

R.C. en R.C. - Poulies. 

R.C, en C.C. — Moulins à eau et à vent, horloges à poids. 
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C.C. en R.C. — Crémaillère, treuils, vis. 
ce. en R.A. — Bielle-manivelle, eicentriquei, ciimes. 
C.C. en Ci. — Balancier-bielle-ronni Telle. 

C.C ea C.C — Bielles d'accouplement, courroies et chaînes de transmis- 
sion. Engrenages cylindriques, engrenages coniques. 
Joints. 
C.A. en R.A. — Balancier, parallélogramme de Watt, losange de Peau- 
cellier. 
C.A. en C.C. — Balancier-bielle- manivelle, rouet des Oleuses, pédale du 
rémouleur. 

C'est ainsi que Honge classa les divers mécanismes, d'après les transfor- 
mations qu'ils permettent d'effectuer. 

La classiflcntlon de Willis est plus usitée. Cette dernière est basée sur la 
considération du rapport et du sens des vitesses transmises; elle est sul>di- 
TÎsée en trois genres, suivant que la transmission du mouvement a Ueu : 

1° Par contact : roues de friction, engrenages. 

S° Par lien rigide : bielles, excentriques. 

S" Par lien fiexible : courroies, chaînes. 

Les méeanitmet font partie des machines. Ils relient le récepteur où se 
manifeste la force motrice à l'opérateur, ou l'oultJ, qui exécute l'ouvrage. 



246. Une lige CD, maintenue par des guides, est animée 
d'un mouvement rectitigne alternatif; elle porte un bouton B. 
Une autre tige FA, mobile autour du point fixe F, porte une 
rainure dans laquelle s'engage le boulon B. On demande : 1° la 
loi du mouvement du point A lorsque CD a un mouvement uni- 
forme alternatif ; i° quelle serait la loi de l'espace de CD, si le 
mouvement de A était uniforme ? 

l" Soit F' la projection de F sur la direction CD et posons 

AFF' = e. 

nF Le mouvement de CD étant 

,.''"^1 "', supposé uniforme, nous au- 

^j,''' f \ \.t_, rons en prenant F' comme 

"C yâ F' D'^^ origine des espaces et clioisis- 

i sant convenablement l'origine 

' des temps, 

F'B ^ V; 

or le triangle BFF' nous donne 



BF' = d tg 9 = iMï, 
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de sorte qu'il vient pour la loi des variations de 0, 



ou bien 



^.=^-, 



e = arc tg --p t. 
a 



Posons FA = a, Tespace e que décrit le point A est aO, ou 
bien 

e = a arc tg— r- 1, 

a 

2** Si le point A a un mouvement uniforme, la vitesse angu- 
laire de FA est constante; soit w sa valeur; nous aurons alors 

6 = (ût, 
d'où 

BF' = d tg (ùt. 

Telle est la loi de l'espace pour le mouvement de CD. 

247. — On donne un quadrilatère articulé ABCD dans lequel 
AD = CD = a, AB = GB = b, [a>b). On fixe le côté AB, 
de sorte que les côtés AD, BC se comportent comme des manivelles 
reliées par la bielle CD. 

Démontrer quà un tour complet de AD correspondent deux 
tours de BC. 

En vertu de l'hypothèse a > 6, le point B est intérieur à la 

circonférence lieu de D. 
D Par conséquent , lorsque l'angle DAa? 

augmente de 360°, il en est de même pour 

Tangle DBx = o ; l'angle CBx = 2? 

augmente alors de 2x360«. En résumé, 
-jf quand la manivelle AD fait un tour, la 

manivelle BC en fait deux. 

248. Pantographe. — Cet appareil se compose de deux 
tiges lA, OA, articulées en A. 





= const. 
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Ces tiges sont reliées par deux autres BD, CD, articulées en 
6, D, C et formant un parallélo- 
gramme ABDC. 

£n D et ly sont deux pointes, 
l'une sèche, l'autre traçante et 
au point se trouve un axe 
de rotation autour duquel la 
tige AO est assujettie à tourner. 
Pour se servir du pantographe 
on pique l'axe sur la planche à dessin et on suit avec la 
pointe sèche les contours du dessin, le crayon D* décrit un 
dessin homothétique. 
En effet, les triangles OCD, OAiy étant semblables, on a 
Oiy _ OA 
OD ~ OC ' 

Le pantographe est utilisé pour ampliiier les figures, cartes 
géographiques, photographies, etc. Les tiges lA, OA sont conve- 
nablement graduées et en déplaçant les charnières B et C, on 
peut reproduire une figure à une échelle donnée. 

249. Deux arbres parattèhs 0, 0' et la distance OO = 3n, 
portant deux manivelles OA, O'A' égales à a sont reliés par une 
bielle AA' = 3a, Sachant que les deux arbres tournent en sens 
inverse, on demande : l* de montrer que la vitesse angulaire de 
la bielle est égale à la différence des vitesses angulaires des deux 
manivelles ■ 2° de déterminer les positions qu'occupent les mani- 
velles au moment où la bielle est inclinée d'unangle donné sur OC; 
3' de trouver la plus grande inclinaison de la bielle. 

!<• Les triangles OAA', OA'O' étant égaux, la ligure OA'O'A est 
un trapèze isocèle, et nous avons 

3 = « + 0. 
Ces trois angles étant fonctions du temps, nous aurons en pre- 
nant les dérivées 

S' = a* -h e', 
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d'où 



Or a', fl' sont les vitesses angulaires des deux manivelles, et 
I ft' I représente bien la valeur absolue de la vitesse angulaire de 
la bielle. 

2" Soit e l'inclinaison donnée de la bielle sur OCf; dans le 
triangle OHA, nous avons 

dAÎI = 7t — p, 0H + AH = 0H+H0' = 3o; 

par conséquent, nous aurons 




AH 



OH 



H) sin 



Ces relations nous donneront a et p. 

Pour que (1) soit possible il faut 3 sin 3- < i, 
c'est-à-dire 



(2) 



. 1 



tm-s<-. 



■2^3 

Cette inégalité étant vérifiée, en appelant y 1^ plus petit arc 
positif ayant pour sinus 3 sin -^ , nous aurons comme solu- 
tions de (1) 

i-t-p = 2Y, ci + p = 2Tt — 2y. 

Enfin, si nous adjoignons ^ — a = G à chacune des relations 
précédentes, nous obtiendrons les deux systèmes de solutions 

( ^ " ( ^ * 

Ic-^Y— 2' l<t' = Tt — Y— j' 

1 S 1 

CàBOMNET. — PROBL. DB IliCitNIODI, 18 



TRANSFORMATION ET TRANSMISSION DE MOUVEMENTS 267 



252. Dans un engrenage cylindrique exiérieur ^ les roues ont 48 
et 18 dents, l'épaisseur des dents est de 16"° et le jeu est le 
dixième de cette épaisseur. Calculer : 1* les rayons des deux roues; 
2° le nombre de tours que fait le pignon quand la roue en fait 30. 

1° Soient R, R' les rayons de la roue et du pignon, e Fépais- 
seur des dents, p le pas, j le jeu; nous avons 



p = 2e -h^ == 

Nous avons en outre 

27cR = p X 48, 

d'où 



p 94 94 



,6. 



2icR' = p X 18, 



_ 33,6x48 -„_ „ 
R = — s = 257""», 

Z1C 



au 



mm 



2° Les nombres de tours étant inversement proportionnels aux 
rayons ou aux nombres de dents, nous aurons 

^_48 
30"~'18' 
d'où a? = 80. 

Le pignon fait donc 80 tours quand la roue en fait 30. 

253. Raison d'un train d^ engrenages. 

Soit l'équipage formé des roues dentées 1, 3, 4 et du pignon 2, 
et appelons wj, wa = wg, 0)4 leurs vitesses angulaires, enfin 

«!> «25 «35 en leurs rayons. 
Les transmissions (1,2) 
et (3, 4) nous donnent 

a^oj^ = a^to^^ 
d'où, en éliminant wj, 

a>4 ai Oa 

(Di a^ «4 
des vitesses angulaires de la roue menée et 




Le rapport 



0)4 



w, 



de la roue menante s'appelle raison de l'équipage. 
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Cette raison est positive ou négative suivant que les roues 
extrêmes tournent dans le même sens ou en sens contraire. 

Quant aux rapports — > — > ils sont respectivement égaux à 

ceux des nombres de dents des roues des couples (1, 2), (3, 4) 
de transmission. 



254. Établir un train d'engrenage de raison p = 16, et 
comportant quatre axes. 

Nous avons, en appliquant la formule 



«1 as an 

(Zg a^ a^ 



Oi^ jŒs . J^ _ ig 



à résoudre en nombres entiers Téquation 
(1) 

A2 fli Ae 

On peut évidemment trouver une infinité de solutions entières 
^19 (h9 ^3» ^49 ^6» ^6» mais il est à remarquer que les rayons des 
pignons sont plus petits que ceux des roues qui les portent; de 
plus la pratique enseigne que le nombre des dents d'une roue 
dentée doit être compris entre certaines limites pour que l'équi- 
page soit réalisable, de sorte qu'il n'y a qu'un petit nombre de 
solutions de (1) qui sont pratiquement acceptables. 

On vérifiera cette équation en prenant 

tti = 32, ûa = 10, as = 15, 04 =6, Ab = 24, a^ = 12. 



t'. 



255. Une roue de 45 dents engrène avec un pignon de 6 dents; 

ce pignon appartient à une 
roue de 48 dents qui conduit 
elle-même un pignon de 6 dents. 
Connaissant la vitesse angu- 
laire (0 de la première roue^ 
calculer celle du dernier pi- 
gnon. 

Nous avons, en appelant û 
la vitesse angulaire du dernier pignon et w' la vitesse angu- 
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laire de la roue et du pignon intermédiaires, 

u>x46 = a)'x6, a)'x48 = ûx6; 

d'où, en multipliant membre à membre, 

45x48xw = 6x6xû, 

égalité qui nous donne 

^ 45x48 .^ 

6x6 

256. Étant donné le rapport 270 des vitesses de deux axes 
parallèles^ déterminer le nombre des axes intermédiaires et des 
dimensions à donner aux roues pour transmettre le mouvement 
d'un axe à l'autre. 

Deux roues et deux pignons suffisent, comme nous allons le 
montrer. Nous avons, en effet, avec cette hypothèse 

NXN' RXR' ^.. . „ o . ,^ ^v,o M^ 



nxn' 


rxr' 


Mt\ 


\J A 


XX ^ . 


^^^ 


U xX » 


Nous 


prendrons 
















R 

r 


= 18, 




R' 


= 1 


ce que 


nous pouvons encore écrire 










R 

r 


18 
~ 1 


6 


= 


108 
6 ' 






R' 


15 
~ 1 


8 
^8 


— 


120 

8 ' 



d'où R = 108, R' = 120, r = 6, / = 8. 

Nous voyons d'après cette solution même, que ce problème est 
susceptible d'un grand nombre de solutions. 

257. Une circonférence 0' de rayon a' roule sans glisser sur 
une circonférence de rayon a. Calculer pour une rotation X 
de 00', la rotation w de 0' autour de son centre. 

Quand la circonférence 0' « ^rrivée dans la position 0", le 
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point H est venu en H" tel que arc KH" = arc KH, et la rota- 
tion de 0' autour de son centre est mesurée par l'angle HiO"H ", 
0"Hi étant parallèle à (VH et de même sens. 
Or nous avons 

(1) H^' = &M.-hy^' . 

Mais HiCPk = (?0H = X, 

. KOTI' a 
et ~r — = — t puisque les 

arcs KH et KH' sont égaux; nous 
obtiendrons donc en substituant 
dans (1), 

Si la circonférence C roulait à l'intérieur de on trouverait 
sans plus de difficulté 

Remartjue, — Si et C sont deux roues dentées, la pre- 
mière fixe et la seconde réunie à celle-ci par un lien 00", on a 
le mécanisme épicycle. 

Lerapport |p| = — ^ des rayons ou des nombres de dents 
est la raison de l'engrenage; on regarde p comme positif, 
lorsque l'engrenage est intérieur et les rotations de même sens, 
et comme négatif dans le cas contraire. Avec cette hypothèse, 
les résultats précédents sont contenus dans l'unique formule 

»=»(i-p). 

258. Une came ou excentrique, qui lourneuniformémentàraison 
de n tours par minute, doit communiquer à une tige guidée, située 
dans le même plan et passant par l'axe de rotation, un mouve- 
ment uniforme de va-et-vient d'amplitude l, tel qu'à chacune des 
extrémités de sa course, la tige reste au repos pendant t secondes. 
Les deux galets du cadre auquel est fixée la tige guidée sont dis- 
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tants Vun de Vautre de la quantité e. On sait que le profil de cet 
excentrique est composé de deux spirales d'Archimède dans la 
partie correspondante au mouvement de la tige guidée. On 
demande : 

1° Par quelles courbes le profil doit êtf^e complété; 

2° Quelles sont les dimensions de ces courbes ; 

3® Quel angle sous-tendra chaque arc de spirale^ et de combien 
devra varier le rayon de cet arc à chaque degré d'angle. 

Appliquer les formules au cas où e = O^jlS, l = 0™,07, 
n = 24, t = 0S5. 

L'épaisseur des galets est supposée nulle. 

4° Faire V épure de l'excentrique et la représentation graphique 

de la loi du mouvement de la tige. 

{Conc. ticad., Aiœ, i874,) 

1° et 2*» Soit xx' la direction de la tige guidée. Si la tige n'avait 

pas de repos aux points 

M^ ^ morts, le contour de la 

came serait formé de deux 
arcs de spirale d'Archimède 
symétriques par rapport à 
xx'. L'équation de cette 
courbe est de la forme 

(i) p = a8 H- 6. 

Calculons les constantes a 
et b en fonction des données. 
Si nous faisons successive- 
ment dans (1), 6 = et 6 = tt, nous obtenons 

0A=6, OB = aTz-^b; 

mais 

OA-hOB = e, OB — 0A = /, 

de sorte qu'il vient 

ait -H 26 = e, air = /, 




d'où 



a = 



l 



■K 



b = 



e—l 

2 
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La spirale a donc pour équation 

Ceci posé, pour que la tige reste en repos pendant t secondes 
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Quand l'ouverture de l'arc 6 augmente de 1°, 6 augmente de 
-j^ t et la formule (3) nous montre que ^ augmente de -jôn ' 

Application.— e = O^.IS, / = 0">,07, n = 24, ( = 0',S. 
Nous obtenons dans ce cas particulier pour équation de la 
spirale 

p = MI 9 + 0,058, 



puis 



L'arc de spirale est sous-tendu par l'angle de 108» . 

Le ravon de 1 




spirale augmente 
quand 



de 



18000 
l'arc augmente de 

4» L'épure de 
l'excentrique se 
fait alors sans difficulté et nous avons pour le mouvement de la 
tige le diagramme ci-dessus. 



259. Joint de Cardan. — Le joint universel de Cardan est uti- 
lisé pour transformer une rotation autour de OX en une rotation 
autour de OY, l'augle XOY étant compris entre 135» et 180». 
L'arbre OX est terminé par une fourchette AKC dont les 
extrémités sont traver- 
sées par l'une des bran- 
ches AC d'un croMi7/on, 
. dontl'autre branche BD, 
perpendiculaire à la pre- 
mière, lui est invariable- 
ment liée en 0. Le second arbre OY est pareillement terminé 
par une fourchette BHD qui s'articule de la même façon avec 
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le crOLSillOD. La théorie de ce mécanisme consiste surtout dans 
le calcul du rapport des vitesses angulaires des arbres (>X 
etOY. 
Supposons qu'on effectue une rotation autour de OX ; on voit 
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Le rapport des vitesses angulaires des deux arbres oscille donc 

1 

entre cos ç et 



M6. — Deux manivelles égales AC, BD sont reliées par une bielle 
CD, dont la longueur est égale k la distance AB des axes. Trouver 
le mouvement d'un point quelconque de la bielle. 

247. — Dans le dispositif bielle-manivelle, la manivelle OA 
tourne uniformément, la bielle AB = 4.0A. 1° Exprimer en 
fonction du temps la distance OB; 2» représenter par une courbe 
la loi des espaces du coulisseau. 

248. — Dans le mécanisme bielle-manivelle, on suppose que la 
vitesse angulaire de la manivelle est constante et égale à (u. Trou- 
ver la vitesse du coulisseau au moment où la bielle est perpendi- 
culaire Et la manivelle. 

249. — Dans le pantographe, connaissant la normale ^ la trajec- 
toire de la pointe sèche, construire la normale à la trajectoire d'un 
sommet quelconque du parallélogramme, et déterminer les points 
oii les côtés de ce parallélogramme touchent les courbes qu'ils 
enveloppent. 

260. — On considère un inverseur de Peaucellier, destiné a. trans- 
former un mouvement circulare alternatif en un mouvement 
rectiligne alternatif. Trouver, pour une position donnée du 
losange, les points où ses côtés touchent leurs enveloppes. 

261. — Dans un inverseur de Peaucellier, les côtés du losange 
ABCD égalent 0-,3l), les bras égaux OC, OA valent 0°',50. Sachant 
que le point D se déplace sur une circonférence de rayon 0°',20 
et passant par 0, trouver l'ampUlude de la course du sommet B 
opposé b D. 
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tt2. — Une tige verticale AB glissant entre deux guides est 

adaptée perpendiculairement k une pièce PQ, 

J^ présentant une coulisse rectiligne ofi s'en- 

T^ gage un coulisseau D. Celui-ci est porté par 

^,,-— "l—^^ji l'estrémité d'une manivelle OD, tournant 
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259. — Les deux roues d'un engrenage cylindrique ont n et n' 
dents d'épaisseur e; le jeu est représenté par j. Calculer les 

rayons des deux roues et la distance des axes. i 

267. — Trouver dans l'engrenage à crémaillère, la relation qui î 

existe entre la vitesse angulaire du pignon et la vitesse de la cré- '| 

maillère. ,A 

25S. — Une roue de 120 dents a une vitesse angulaire u> = l ; .] 

elle engrène avec un pignon de 12 dents ; sur l'axe de ce dernier est ; 

calée une roue de 120 dents, qui commande un pignon de 16 dents. ', 

Calculer le nombre de tours que fait ce dernier pignon pendant . 
une minute. 

250. — Etant donné le rapport 269 des vitesses de deux axes, 

déterminer le nombre des axes intermédiaires et les dimensions à ^ 

donner aux roues, pour transmettre le mouvement d'un axe à •■■;; 

l'autre. 5 

■1 

260. — Deux roues d'engrenage cylindrique ont 15 et 25 dents; ■'■■i 
l'épaisseur des dents est de IS""; calculer le jeu, sachant que le '3 

rapport des rayons est -ç-- S 



262. — Etablir un train d'engrenages comportant trois axes et 
dont la raison soit -rjr- 



263. — Dans le mécanisme épicyde, la roue fixe est 0, la rou- 
lante est O". 

Les rayons de ces roues étant R, R' et le lien Off ayant pour 
longueur a, on demande de calculer le nombre de dents de cha- 
cune des roues. 



26i. — Entre deux arbres concourants, faisant entre eux un angle J;> 

de 60", on veut établir deux roues d'engrenage conique telles, que -j 

l'une fasse un tour pendant que l'autre en fait deux. Calculer les ï 

angles des cônes primitifs et le rapport des nombres de dents des '^ 

deux roues. 'a 
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CHAPITRE I 
FORCES. K&SSES. ACCËLËSATIONS 



260. La. dynamiqut, qui a pour objet l'étude d'un corps en mouTement 
et soumis à l'uction de forces, repose sur les trois principes suiTiints : 

Principe de l'inertie. — Quand un corps ett en repos, il retie en repot si 
aucune action extérieure ne vient agir tur lui. Quand un poi'nl matériel 
est en mouvement, ton mouvement est recliligne tl uniforme si aucune 
force n'agit sur lui. 

PHiNaPB BEs MOUVEMENTS BELATiFs, — Étant donné u» tystémB animé, sous 
■ l'action de certaines forces, d'un mouvement d'ensenAle et de translation, 
si un« nouvelle force vient à agir sur l'un quelconque des points du sys- 
tème, elle lui imprime le même mouvement, dans le système, que si le 
système était au repos. 

Ce principe montre l'indépendance de l'effet d'une force et du mouve- 
ment antérieurement acquis. 

Principb de l'Agauté de l'aution et de la réaction. -~ Quand, dans un 
système depoints matériels, un point A exerce sur un autre point B, ur« 
action représentée par une force F ayant pour droite (foefton AB, le 
point B exerce sur A une réaction égale et directement opposée à F. 

201. FoRCB CONSTANTE. — Relativement & l'effet d'une force constante, 
nous rappellerons le théorème suivant qu'on démontre aisément : 
Une force constante, agissant sur un point primitivement animé d'un 
eetiligne et uniforme, et dirigée suivant la trajectoire, lui 



J 



communique un mouoement reeliligne et uniformément varié. Béeiprogiu- 
mtnt, »i un point eit anim^ d'un mouvement reeliligne et uniformément 
varié, il ett loumit â Faction d'un» forée eoititanle. 

SOI. PlOMRTIOHKAlJTt DES FORCES A['X ICC^LtlUTlONS. — LortQUe de$ fOTCU 

Ctyrutanttt F, F, F agiitint tueceuivtmenl twr unmimtpoint maté- 
riel, ellei lui impriment des mouvement* reclilignet uniformément aeeé- 
lirét, dunt la aeeéléraliont, y, ■{, y', ... tont proportionnelle* aux 
inten*itét de» force* eorretpondanta. 
On a doQU 



' = mf; 
si nous remarquons d6 plus que F et t sont deux lecteurs a^^t mêmes 
direction et sens, les deux lecteurs (F| et {myi seront Identiques, de sorte 
que Dous pourrons écrire 

(F) = (mï)- 

sas. VnUét de roRci et dt lussi. 

Dans le système {C. G. S. ) l'unité de masse est la masse d'un centimètre 
cube d'eau pure k 4° : on l'appelle le gramme-maue. 

L'unité de force est la dyne; c'est la force capable de communiquer au 
grunme-masse un mouTement uniformément accéléré dont l'accélération 
est 1 centimètre. 

On a donc symboliquement 

1 (dyne) = i (gramme-masse) x 1 (centimètre). 

Cherchons Is relation qui existe entre le kilogramme-force et la dyne. 

A Paris, 1 kilogramme représente la force qui, agissant sur la masse de 
1000 cent, cubes d'eau, lui Imprime une accélération de O™, 808 = 980™, 8. 
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Partons de la formule 

F = mY; 
nous avons 

F =3, m=-, 

9 
et il viendra, en substituant, 

d'où 

Ï=|} = 14-,71S. 

266. Quelle est la force conslanle qui, en 4 secondes, ferait 
parcourir un espace de 100™ à un corps de 4'» .' 
Les deux formules 



e = j vC, F = 


mi. 


Dous donnent, après élimination de y. 




F 3m 

e^ 1' ' 




d'où 




F=-. 




4 
Faisons m = — , e = 100, ( = 4, 


il viendra 



F = 5*«,1. 

267. i/«e force conslanle de 6"* /'aif parcourir à un corps un 
espace de lOb" pendant 4 secondes. Quel est te poids de ce corps ? 
Les deux formules 

nous donnent 

F 2m . 



or, P étant le poids du corps, nous avons P = 
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poids partiels aux extrémités d'un cordon passant sur une poulie 

de masse négligeable. Calculer le poids de chacune des parties, 

pour que l'accélération du système ait une valeur donnée f . 

Soient a; et P — x les poids suspendus aux extrémités du 

cordon. 

p 
La masse en mouvement est — i eten supposant a:>P — x. 



Nous aurons donc, en remplaçant dans la relation 
p 

d'où 



D'après l'hypothèse, x doit être supérieur à -^ < et inférieur 


:':■ 


■-':■ 


à P; il vient donc 




■'>^->T 


1 


d'où 




■r<S- 


1 


En d'autres termes, l'accélération du système ne peut pas 


dépasser g. 


a 



270. Dans une machine d'Atwood, les poids accrochés aux 
extrémités du cordon sont P = 5^', P' = 50*''. Au bout d'une 
seconde de mouvement du système, on place, sans choc, un poids 
additionnel de i*' sur le poids (*■, et l'on demande de calculer la 
durée du mouvement ultérieur. (On négligera la masse du système 
des roues et celle du fil.) 

Dans le premier cas la force motrice est 2*', la masse en 
102 
mouvement a pour expression ; par suile, l'accéléra- 
tion Y vérifiera la relation 
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d'où nous tirons 

' 108 
Par suite, au bout de 1 seconde la vitesse du système sera 

"■■=-' = iM' 

c'est la vitesse initiale pour le mouvement ultérieur. Dans ce 
dernier mouvement, qui sera évidemment retardé, en raison- 
nant comme plus haut on trouve pour l'accélération 7', 

' 106 
et il viendra pour la vitesse, 

ou bien 

Le système s'arrêtera quand on aura u = 0, c'est-à-dire pour 
, = |2|=..,039. 

271. Un homme peut soulever SO boulets de S'e, Combien 
de boulets pourrait-il soulever, si la Terre en conservant la même 
densité avait un rayon moitié moindre. 

D'après la loi newtonienne, l'attraction d'une masse M sur 
une masse m située à la distance R est 

mm 

R' ' 

f étant l'attraction de l'unité de masse sur l'unité de masse à 
l'unité de distance. 

Par suite, en appelant F et F' les attractions de la Terre sur 
la masse m dans les deux cas de l'énoncé, nous aurons 
/•Mot 

_F_ _ R" _ mr;^ 

F ~ fWm ~~ M'Rî' 
R'^ 
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mais par hypothèse 


R' = 




M 


= Wd 


= j-KM, 


M' = 


Yd = 


hi^h 


nous aurons donc 








F 


= 2, 
F 



d'où 

Par conséquent, si la Terre avait un rayon moitié moindre, un 
corps y pèserait moitié.moins et un homme qui, dans le premier 
cas, pourrait soulever 50 boulets, pourrait en soulever 100 dans 



272. Sachant que la loi des espaces, dans le mouvement d'un 
point qui se déplace rectilignement, s'écrit 

e = a sln (, 
trouver, à un instant quelconque, la force molrice. 
La force motrice est donnée par 

(F) = {m-[). 
Or, 

« = a cos ( ; 
en outre, le mouvement étant rectiligne, l'accélération est la 
dérivée de l'espace par rapport au temps ; nous avons donc 

Y = — sin ( = — e, 
et il vient tînalement, 

F = —me. 
Le point est donc attiré proportionnellement à la distance, par 
l'origine des espaces. 
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repose une lame pesant 60»', que le corps entraîne dans son mou- 
vement. On demande i 

1» De déterminer la position que doit occuper le curseur ; 

2» D'étudier le mouvement des corps P et P' et de calculer la 
durée et l'amplitude de chacune des phases de ce mouvement ; 

3° De trouver le centre de gravité de l'ensemble des corps mobiles 
pour l'une quelconque des positions du système. ; 

On négligera l'effet du choc du poids F contre la lame addition- ; 

nelle en C. 

(Cône, aead., Grenoble, 1879.) 

171.— Un corps pèse 10"^ à la surface de la Terre; combien 
pèserait^il à la surface du Soleil, sachant que le rayon du Soleil 
vaut 108 rayons terrestres, et que la densité du Soleil est 0,25 en }, 

prenant celle de la Terre pour unité ? 

272. — Un corps de poids P se déplace rectilignement suivant .t 
la loi 

6= afl-hbt+e; 
trouver la loi de la force motrice. > 

273. — Un point matériel pesant I»' parcourt une circonférence l 

de lO" avec la vitesse constante de O^.S par seconde ; déterminer >.! 

la force motrice. J; 

274. — Un vase renferme deux liquides de densités d et df telles -^ 
que df <.d. Le niveau du liquide de densité d! est à une distance ,i 
h' du fond du vase et la distance de séparation des deux niveaux i 
est h. On demande de quelle hauteur x au-dessus du liquide supé- , j 
rieur il faut laisser tomber un mobile de densité D > d' pour que S 
sa vitesse, h. l'instant où il touche le fond du vase, soitégale à celle .'-| 
qu'aurait acquise le mobile s'il était tombé d'une hauteur h + h'. '| 
On fera abstraction de la résistance des liquides. _"i 
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i''"'"-" 



777777777^ 



tandis que A i 
linagiat 



373, ConsidéroDS .un plan incliné de l'angle a sur l'horizon, et coupons- 
le par un plan perpendiculaire il sa trace hori- 
zontale ; nous obtenons un trimigle rectangle, 
dans lequel l'hypoténuse BC est une ligne ie 
p«nt« du plan. 

Les cAtés AC et BC ont reçu les noms de 
hast et de Aawteur du plan. 
On dit aussi que B est le xomxMt du plan 
1 est le 'pieà. 
r un plan incliné poli, un corps M de poids P. En rempla- 
çant P par ses deux composantes F, N, l'une 
dirigée suivant la ligne de pente, l'autre nor- 

F = Psina, N=Pcos«. 

N n'a aucune inOuence sur le mouvement 
du corps \ elle maintient simplement l'adhé- 
rence du corps au plan. 
La force motrice est F \ d'ailleurs, comme elle est constante en grandeur 
et direction, si la vitesse initiale de M. est dirigée suivant la ligne de pente 
BA, ce corps s'animera d'un mouvement uniformément varié suivant BA. 
Soit ï l'accélération de ce mouvement; nous avons en appliquant la for- 



Les lormules du mouvement s'écriront alors 

i = Cjt ± — Bsina, 
■0 =ito±gsina.(, 
-tij=±aasin«.e. 
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Si le corps pesant H est soumis à une autre force constante située dsns 
un plan vertical, on la décomposera, comme nous venons de le taire pour 
P, et on verra que le corps sera encore animé d'un mouvement uni toriné- 
ment varié sur la ligne de pente ; l'accélération sera donnée en faisant 
usage de la relation fondamentale F ^ mT' 



27i. D'unpoint on mène des oàliques OA.OA',.-- Au même 
instant, des mobiles pesants partent du point 0, sans vitesse ini- 
tiale, et décrivent ces droites. 

Démontrer qu'à une époque quelconque, les positions de ces 
mobiles appartiennent à une même surface sphêrique. 

{Galilée) 

Soit Oï la verticale du point 0, OA une oblique; enfio P et 
M les positions au temps t des mobiles qui des- 
^ cendent suivant OP et OA. 
Nous avons 

0? = -^gt\ 0M = -iïCOs<<.(», 

d'oiinous tirons OM = OPcosa, 
OM est donc la projection de OP sur OA; en 
d'autres termes, l'angle OHP est droit et tous les points tels que 
M sont situés sur la sphère de diamètre OP. 

275. On donne les longueurs Al = I et A'I = f de deux 
plans inclinés polis, dont les angles AIH et A'IH' avec l'horiion 
sont tels que S/ÎH' = 3AÎB. Des points matériels pesants, par- 
tant simultanément et sans vitesse des points A et A', mettent le 

mime temps pour parcourir AI et A'I. On propose de déterminer 
l'angle AIH ainsi que le temps inconnu du parcours AI. 

(Diplôme de l'ens. tpéciat, Montpellier, 1882.) 

Soit ( le temps que met un mobile à parcourir Al ; nous 
avons d'après l'hypothèse. 
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d'où nous tirons 

2 a 

(1 „ 



=I(t-')- 



Le produit des deux termes — et a; étant constant, leur 
somme sera minima quand ces termes seront égaux; nous au- 
rons donc 



d'où 

X = a. 
La hauteur du plan sera donc égale à sa base. 

277, On donne un plan incliné de hauteur AG = A, d'inclinai- 
ton n, et l'on propose : 1° de déterminer le temps qu'un mobile 
pesant parti du sommet A sans vitesse initiale, met à parcourir 
laportion GH = s, aune distance donnée a du point A; 2° de 
déterminer la position du point G, -de manière qu'en faisant 
GH = AC = A, le temps employé à parcourir GH par le mobile 
parti du point A, soit le même que le temps que mettrait un 
autre mobile pour tomber librement de A en G. 

Application numérique : a = 30°, h = i". 

[Diplôme, ens. spécial, Bordeaux, 1874.) 

1° Soient (, (' les temps employés par le mobile pour par- 
courir AG et AH ; nous avons 




Pour parcourir GH le mobile mettra 
le temps T = C — (, ou bien . 

2° Le temps employé par un mobile parcourant librement AC 
après être parti de A, sans vitesse initiale, est y — ; parcon- 
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278. 1' Deux mobiles M et N, soumis à la seule action de 
la pesanteur, descendent le long de deux plans inclinés OP, OQ, 
faisant des angles » et ^ avec l'horizon. Ils partent sans vitesse 
initiale l'un de A, l'autre de B. On donne OA = a, OB ^= b. 
Calculer au bout de combien de temps la droite MN qui joint les 
mobiles, sera horizontale. Donner les conditions de possibilité. 

Application numérique : 
a =60°, p = 30°, a = 40", 6 = 10", s=9",81. 

i" Les angles a et p n'étantplus donnés, mais connaissant seu- 
lement QOP = <f, déterminer a et ^ par la condition que les 
deux mobiles, partis de \ et h sans vitesse initiale, arrivent en- 
semble en 0. 

{Bacc. es sciences, Atger, 1889.) 

1" Supposons le problème résolu. Nous avons 

AM = -i-■3sina.i^ 

1 

BN = —gsin^.lK 



W///M/Mm/^À}'//////m MN étant horizontale, 
MM' = NN', 
de sorte que nous pouvons écrire 

(a — AM) sin a = (6 — BN) sin p, 
ou bien, après substitution, 

— g (sin' a — sin' P)i' = a sin a — b sin p, 

d'où nous tirons 

^^ / 2rgsin«-6sinp) 
* y(sm' « — sin' P) 
Pour que le problème soit possible, il faut que t soit réel et 
que l'horizontale MN soit située au-dessus de 0. 
Exprimons la première condition, nous aurons 
(1) [a sin a — ft sin p)(sin a— sin p) > 0. 

Ia seconde condition s'écrit AM < a. 



F 
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n sin a — A sin 3 . 
ou — — :-— i- S m a < a, 

ou bien encore 

(2) (a ain p — i sin oi)(sin a — sin P) < 0. 

Les inéga)ilés(l) et (2) s'écriront encore, en posant -. — r = 

sin p 

(»r (aï-6)(:-i)>0, 

(2)' (o-62);ï-i)<0. 

Supposons a < 6; nous voyons, en considérant lasuite 
^ 1 1 +œ. 



que I doit être compris entre et -r- ou bien doit être supé- 

• X * 
rieur a — 

Supposons a'^b, nous aurons la suite 

b_ 

a 

qui nous montre que z doit être intérieur à — ou supérieur 



Application numérique. — a = W", 6 = 10°", a = 60°, 
p = 30°, ff=9-,81. 

a Bin60° ,-«- 

T = '' " = s'ta3Ô.= '"' 

par conséquent, d'après la discussion précédente, il y a impos- 
sibilité. 

2" Soit t le temps que mettent les deux mobiles pour arriver 
au point 0; nous avons 



1 
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d'oîi DOus tirons 



sio a + sin ^ « 4- p a-t-è 

tg— 2" 

a— S a—b » 

dou ^__=__cotg^. 

Soit a > 6 pour fixer les idées; si <a est le plus peti 

positif ayant pour tangente 7 cotg -^ > nous aurons 1( 

tème 

qui nous donne 

a = llO--t.»-i, p = !H)'-.-|., 

If est inférieur à 180° et <o est aigu. 

Il faut pour que ces solutions soient acceptables que « 
soient positifs et inférieurs à 90°; ceci nous donne 

„<±, .<90.-|. 

I. — f<i 90". Alors, il suffit que l'inégalité 



soit vérifiée. 
Nous avons alors 



ou bien —j cot -|- < tg -|- : 



2^0 DYNAMIQUE 

H. — ij > 90°. Dans ce cas c'est l'inégalité 

qui entraine l'autre, et nous avons 

tg u, < cot -l , 

inégalité évidemment vérifiée. 

279. Dam un ptaa vertical, on donne un cercle dont le 
centre est un point et le rayon égale R; sur la tangente au 
point le plus élevé A de la circonférence on prend une longueur 
AB = R et l'on mène la droite qui va du point B au point M, 
pris sur la circonférence de telle sorte que XOM = u. Calculer, 
en fonction de u, le temps t qu'un point pesant mettrait pour 
parcourir la droite BM. Étudier les variations de t quand u 
varie de à 360°. 

{Bace. es sciences, Caen, 18S4.) 

Joignons OM, MB et OB, nous avons 

(OM) + (MB) = (0B}; 
par conséquent, désignant par v l'angle 
de MB avec OA et projetant sur la verti- 
cale OA et l'horizontale OC, il viendra 
R ces « -4- MB cos f = R, 
R sin w -1- MR sin w = R. 




(1) 



L'accélération du mobile pesant qui décrit RM étant g cos t>, 
le temps t qu'il mettra pour parcourir ce segment rectiligne 
vérifiera la formule connue 



et nous aurons 



i - 
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Or, les formules (1) s'écrivant encore 

MB cos i? = R(l — cos m), 

MB sin V = R(l — sin m), 
nous donnent 

MB* = R2(3 — 2 cos M — 2 sin u). 

Il viendra donc, après substitution, 

2R 3 — 2cosî/ — 2sinîi 



<» = 



g 1 — cos u ' 

3 — 2coi 



t^ varie uniquement avec la fraction y = 



1- 



D'ailleurs, y est une fonction continue de u et 
culons sa dérivée, nous obtiendrons 



^ . ^ 2sin^^( 2-cc 

2 — smw — z cosM 



^ (1— -C0SU)2 (1 — cosu)' 

Nous voyons maintenant que y' est négative qu 
de à u' = 2 arc cot 2, s'annule pour u = u 
positive; par conséquent le temps t décroît dep 
jusqu'à 

_ /2R 3 — 2cosu^ — 2sintr _ / 
~^ \ 9 ' 1 — cos tt' y 

puis croit jusqu'à i = cx>. 

Comme on peut le vérifier aisément, le point M' 
pond au minimum du temps, est le point de coni 
circonférence donnée de la circonférence passant pa 
son centre sur BG et tangente à la première. 

280. Un plan incliné d'un angle a sur l'horizon 
gueur l; à son sommet est fixée une poulie^ à l'aide 
un poids P, descendant verticalement ^ fait remonter 
le long du plan. A quel instant et en quel point le pc 
il cesser son action pour que Q puisse atteindre just 
du plan ? 

CA.RONNET. — PROBL. DE HÉGANIQUE. 
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position du poids Q au moment où P cesse son 

action, et l la durée de la première 

phase du mouvement. Dans cette 

première phase, la masse en mouve- 

Ph- Q 

ment est , la forre mo- 

9 
trice a pour expression P — Qsina; 
par conséquent, -y étant l'accéléra- 
tion, nous aurons, en remplaçant dans l'équation fondamentale 
de la dynamique (F) = fm-f), 

, P-hQ 




d'où nous tirons 



- Q sin a 

9 



P — Q sin a 



'- P+Q '' 
Le mouvement étant alors uniformément accéléré, nous avons 
les deux formules 
/i\ * ,î * P — Qsina ,, 



2' 2 P+Q 

) siu' 






« étant la vitesse au point C. 

Dans la seconde phase du mouvement, la masse en mouve- 
ment est simplement — > l'accélération y a pour valeur 
g sin a, enlin ce mouvement est uniformément retardé avec la 
vitesse initiale ti. 

Par conséquent, si dans la formule connue, où w représente 
la vitesse, 

w'' — w% = ~tie, 
nous faisons 

m = 0, Mîj ^ c, ■{=^gsm'Ji, e = l — x, 

nous obtiendrons 

„ P — Q sin a „ . , , , 

2 — p— — — jfx = 2j sm «(/ — a;). 
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d'où 



X 



P(sina-hl) 



La formule (1) nous donnera ensuite pour la durée t d'action 
du poids P 

_ n\ i / 2/ sin a 

^-( "^ y^ V ^p(p _ Q sin a)(sin a -+- 1) ' 

Pour que le problème soit possible il faut que l'on ait 

P — Q sin a > 0. 



281. On donne un point A et une droite indéfinie BC, 
situés dans un même plan vertical. Quelle est la droite qu'un 
corps pesant doit suivre^ pour arriver du point k à la droite BG 
dans le temps le plus court possible ? 

Définissons la position de la droite BC par la distance 

BA = a, comptée sur l'horizontale du point 
A, et l'angle a. 

Soit d'autre part AG la verticale descen- 
dante de A et MAtl = a?. 

L'accélération du mobile pesant qui descend 
suivant AM étant g cos ar, nous aurons, 
t étant le temps qu'il met à parcourir AM 
sans vitesse initiale, 

AM = -^ g cos x.t^ ; 

mais nous avons dans le triangle ABM, 

AM a 




sin a cos [x — a) 



d'où 



AM=: 



a sm a 

cos {x — a)' 



il viendra après substitution, 

a sin a 



cos (a? — a) 2 ^ 
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d'où 



4a sin 3 



3 cos a; cos (i — a) g [cos (2a: — «) + cos aj 
(* est minimum quand cos(2x — «) est maximum, c'est-à-dire 
pour 

2aT — a = 0, 

d'oii I = -- . 

On voit alors que le triangle ABH est isocèle ; on a, en effet, 

BMS=BÂS = 90'' — — 

On portera donc sur BC, BM = BA et on obtiendra le 
chemin AM qui correspond au minimum de t. 

EXEBCICES 




Etant donné un plan incliné ÂBC, on propose de trouver 

sur BC deux points M et N tels que MK=AB=c 
et que MN soit parcouru dans le même temps 
quels hauteur BA serait parcourue par un autre 
point pesant, tombant librement de B. Le point 
pesant qui parcourt BG est supposé parti de B 
sans vitesse. 
(Di^ômt 1" cl. Elève de ta marine marchande, 1897.) 

276. — Diviser le plan incliné en trois parties telles qu'un corps, 
en descendant le long de ce plan, mette le même temps h, parcourir 
chacune d'elles. 

277. — Un corps est projeté avec la vitesse ti le long d'un plan 
incliné et à partir du sommet de ce plan. Après n secondes, un 
corps est projeté avec une vitesse v' et à partir du pied. Déterminer 
le lieu de la rencontre. 

27S. — Une bille descend sur un plan incliné poli & 45° et passe 
successivement par deux points A, B distants de 4*°. Au moment où 
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elle passe au point A, la bille possède une vitesse de 5". Calculer : 
1« le temps employé par la bille pour aller de A en B ; 
2® la vitesse que possède la bille au moment où elle passe en B. 

{Concours général, 1872,) 

279. — On considère dans un plan vertical deux segments de 
droite AB, BC. Les points A et C sont h la môme distance 
AH = CK = A de Thorizontale HBK qui passe par le point B ; ce 

point B est de plus supposé situé entre 
• H et K. 

Soient u le temps qu'un point maté- 
riel pesant, abandonné en A sur AB 
mettrait à atteindre B ; ^2 le temps 
qu'un point matériel pesant abandonné 
en C sur CB mettrait à atteindre B ; T le temps qu'un point maté- 
riel pesant abandonné librement dans l'espace mettrait à descendre 
d'une hauteur AB -+- BC. 

Cela étant, on demande de déterminer les inclinaisons des deux 
droites AB, BC sur l'horizontale, par les deux conditions suivantes : 
1° la suite t, T, t^ forme une progression arithmétique ; 2« la 
somme des volumes engendrés par AHB et BKC en tournant res- 
pectivement autour de AB, BC, soit égale à m fois le volume de la 
sphère de rayon h, 

{Bace, es sciences, Montpellier , 1894,) 







280. — Sur la perpendiculaire AB à deux parallèles kx, By, on 
prend un point 0, tel que AO = m, BO = n. Un angle droit 
pivote autour de 0, sommet de cet angle, les côtés rencontrant les 

parallèles en des points variables C, D. 
Du point partent, sans vitesse initiale, 
deux points matériels pesants qui suivent 
les côtés OC, OD. 

1® Démontrer que les temps employés 
par ces mobiles pour arriver aux points 
C et D sont dans un rapport constant 
quelle que soit la position de l'angle droit. 
2* Calculer les temps quand AC = 7™, 50, 
m = 8«»,3, n = dl",70, g = 9"»,8. 

(Baee. spécial, Alger, 1893.) 




281. — Un plan incliné fait 30« avec l'horizon ; à son sommet est 
fixée une poulie sur laquelle passe un cordon, et aux extrémités du 
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cordon sont attachés deux poids égaux ; l'un de ces poids repose sur 
le plan et l"aiitre descend verticalement. Le premier poids, en 
remontant le plan sous l'action du second, parcourt T^.ee en S',5 ; 
déterminer l'intensité de la pesanteur. 

282. — On donne deux plans inclinés AB, AC tels que les angles 
ABB, ACD soient complémentaires et dans le rapport de 1 & 2. On 
laisse tomber de A, simultanément, trois corps : l'un suivant AB, 
l'autre suivant AC, te troisième suivant la verticale AD. On ne 
tient pas compte du frottement et l'on demande : 

1° De calculer tes espaces parcourus par ces trois corps au bout 
de 3 secondes, ainsi que les côtés et les angles du triangle formé en 
joignant leurs positions au bout de ce temps ; 

2» De démontrer que ce triangle est toujours semblable à lui- 
même et que son aire est proportionnelle à i*. 

[.Cône. acad.,Aix, 1877-) 

283. — Deux corps P, Q placés sur deux plans inclinés sont unis 
par un fil flexible, qui passe sur une poulie placée au sommet. Etu- 
dier le mouvement du corps P sachant que les angles que font ces 
plans avec l'horizon sont t et î . 

[Brev. de Citmy, 1880.) 

284. — Deux corps partent en même temps de deux points situés 
à lOO" au-dessus d'un même plan horizontal ; le premier tombe 
librement, le second suit un plan incliné suivant la ligne de plus 
grande pente avec une vitesse initiale de 30". Ils arrivent en même 
temps sur le plan horizontal. Quelle est l'inclinaison du pian ? 

(Cmcoun général, 1873.) 

285. — On donne une circonférence et un point A dans son plan ; 
H étant un point de la circonférence, on imagine un point matériel 
pesant qui descend, sans vitesse initiale, la droite ÂM. 

Trouver les positions du point M sur la circonférence, telles que 
le temps employé par le mobile pour décrire AM soit maximum ou 
minimum. 

286. — Deux droites Ck, Gy situées dans un même plan vertical 
sont respectivement définies par les hauteurs a et 6 comprises 
entre l'horizontale passant en G et deux points A, B, distants du 
précédent d'une quantité égale à l'unité de longueur. A un instant 
donné, un corps pesant part sans vitesse initiale d'une position A' 
située sur Ca) et telle que CA' ^ m. 
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A quelle distance GB' = a?, faut-il place. 

pesant pour que, partant au même instant 

arrive en G en même temps que le premii 

commune des deux mouvements ? Quel sei 

de B' si, conservant tout le reste sans c 

varier la direction Çy ? 

{Diplôme, ens. spéci 




CHAPITRE m 
FORCE CENTRIFUGE 



383. Considérons un point H parcourant une circonférence d'un mou- 
vement uniforme et cherchons la force qui le sollicita 
à chaque instant. 
D'après l'Équation fondamentale de ia Dynamique, 
(F) = (MY), 
11 suffit de calculer r- 

Or, nous avons vu (191) que l'accÉlératioa y du 

mobile est normale à la circonférence, dirigée vers le 

centre et a pour grandeur t ^ — = u'R. Par 

suite, la force F est constamment dirigée vers le centre de la circonférence 

et a pour intensité 

' = »¥=•»"'"■ 

On donne à F le nom de force centripète. 

En vertu du principe de l'égalité de l'action et de ta réaction, la circonfé- 
rence otb-e une réaction égale et directement opposée à la lorce F ; c'est la 
force centrifuge. 

283. Quel est leplm petit nombre de tours gu'un vase attaché 
à l'extrémité d'une ficelle de longueur l doit faire par minute, 
pour que l'eau qu'il contient ne se renverse pas ? 

L'eau ne tombera pas quand la force centrifuge F agissant sur 
la masse ^u liquide sera précisément égale au poids P de cette 
masse. 
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On aura donc 
ou bien 



F = P, 



Or, si n est le nombre de tours par minute, nous avons 



et il viendra 



d'où 



n _ - izln 



30 /^ 



284. Un vase contenant de Veau est animé d'un mouvement de 
rotation uniforme autour d'un axe vertical. Déterminer la surface 
fibre du liquide en équilibre relatif. 

Imaginons la section du liquide par un plan contenant Taxe 

de rotation Oz, et considérons une molé- 
lécule M de masse m. 

Cette molécule étant en équilibre, la ré- 
sultante R de la force centrifuge F et de 
son poids P doit être normale à la surface 
du liquide, et en particulier à la section 
méridienne (G). 

NQ sera, par suite, la sous-normale en M 
à cette courbe. 

Or, les triangles semblables MFR, MNQ 
nous donnent 



z 
Q 

N 








d'où nous tirons 



NQ _ JP _ mg 
MN "■ F ~ wco^MN ' 



NQ = 4 



T'^™^ 
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La courbe (C) jouissant de la propriété d'avoir sa sous-normale 
constante est xmQ parabole d'axe Oz. 

Par suite, la surface libre du liquide sera un paraboloïde de 
révolution. 

285. Une bille A peut glisser sans frottement à l'intérieur d'un 
tube OB, dont l'axe fait un angle a avec une verticale Oz. Le 
tube étant animé d'un mouvement de rotation uniforme autour 
de Oz, on demande de trouver la position d'équilibre relatif de 
la bille. 

Le point A sera en équilibre relatif quand la résultante de la 

force centrifuge F et du poids P sera normale 
à OB. 

Alors la somme de leurs projections sur OB 
sera nulle et nous aurons 




p cos a = F sin a, 



mais 



P = mgr, 
F = mtù^r = mto^OA sin a, 
et nous aurons, en remplaçant, 

g cos a == (1)2 sin^a.OA, 

d'où nous tirons 

w* sm*a 

286. Force centrifuge à la surface de la Terre. Poids d'un 
corps. 

Considérons un point matériel M de masse m situé à la sur- 
face de la Terre, à une latitude X. 

L'attraction de la Terre étant a sur l'unité de masse à sa 
surface, sera k = ma sur le point considéré. 

D'autre part, ce point sera soumis à l'action de la force cen- 
trifuge 




1 
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F = mt-'MQ = m(o'Rco8i, 
R étant le rayon de la Terre. 

Le poids du corps qui est accusé par le dynamomètr 
autre que son poids apparei 
sure par la résultante P des 
A et F. 

H suit de là que la Terre éta 
posée sphérique, les vertic 
passent pas par son centre. 

La latitude géographique i 
X' n'est pas égale à X mais pe 
rente. 
Calculons P, nous avons 

pî=A^ + F* — 2A.F. cosi, 
ou bien, en remarquant que f = mg et substituant à 
leurs valeurs données plus haut, 

3» = a* -t- (u'R* cos* X — 2ou)*R cos' X. 
Cette équation nous donne g. 

A l'équateur, on a X = 0, et il vient pour l'accéléra 
la pesanteur, 

(!) j, = a-^»R. 

Cherchons la vitesse lo' que devrait posséder la Ter: 
que la pesanteur fût nulle à l'équateur. 
Nous aurions alors 

— a — (-''R, 
c'est-à-dire, en tenant compte de (i), 

g = «."R—'R, 



d'où 



— r = H 



En faisant dans cette formule 

g = 9,78, R = 6378233, 
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287. Une voie ferrée décrit une courbe circulaire de rayon R. 
Calculer le turhaussemenl qu'il est nécestaire de donner au rail 
extérieur par rapport au rail intérieur, pour combattre l'effet de 
la force centrifuge, gui tendrait à faire prendre la tangente 
aux trains parcourant la voie. La vitesse normale de ces trains 
est v; V écartement des rails est e {i'',^i du milieu £ un rail au 
milieu de tautre). 

(Journal de Vulbert, 1881-82.) 

Soit AB le plan incliné formé par la voie. Désignons par P le 
poids d'un véhicule parcourant la voie 
et dont le centre de gravité est G; enfin 
appelons F la force centrifuge due à la 
vitesse v et à la courbure de la voie. 

La force P se décompose en deux au- 
tres : l'une f qui maintient l'adhérence 
du wagon aux rails; l'autre, f qui doit 
combattre l'etfet de la force centrifuge F. 
Nous devons donc avoir F = f. 

P u* 

(R étant le rayon de courbure) 




Hais 



F = - 



/■' = P sin a 



de sorte qu'il viendra 



d'où d = -iT — 

Ce surhaussement d s'appelle le devers de la voie. 



7&&. Equilibre relatif des boules dans le régulateur de Watl. 

Négligeant le poids des tiges articulées, la boule B sera en 
équilibre relatif sous l'action simultanée de son poids P, de la 
force centrifuge 

F = mw'.CB 
et de la réaction T de la tige AB. 
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Nous aurons donc 

P F 

sin(T,F) ~ sm(P,T) ' 
ou bien, en posant AB = /, 

ma mui' / sin 6 



1« u)*/<;9. — Cose n'existe pas; par conséquent, qi 
est inférieur à \/-y > la lK>ule reste adhérente à l'axe . 

2» (u*/>9. — La formule (1) nous donne pour e u 
leur et une seule. 




289. Deux plans verticaux parallèles très voisins et invt 
ment liés, tournent uniformément avec la vitesse m, autou 
eharnière verticale Oi. 

Entre ces deux plans peut se mouvoir, sans frottement, u 
matériel H de poids P, Ce point M est attaché à deux fil 
l'un, de longueur l, est fixé au point 0; l'autre passe lit 
dans un anneau horizontal très petit, placé au point A 
au-dessous de et à la distance 0\=l, et support 
seconde extrémité un poids P. 
Position d'équilibre relatif du point M? Stabilité. 
Application numérique : l = g, oj = 2. 

Le point M est soumis à l'acl 
son poids P, de la force cen 
F = Midt'.M'M et des tensions 1 
des deux fils. Posons sOM = 2x 
aurons 

F = mu,H sin 2e. 



Projetons les forces sur la pei 
culaire Hy à OH et sur Oz, il v 



mio*l sin 2x ces 2a: — mg sin^ — m^ cos x = 0, 
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OU bien 

{!)' — 4u»'i sin' a; + 2{iu'/ — g] smx — g = 0, 

puis P — T cos 2n- P sin a: = 0, 

d'où Dous tirons 

(2) T = L±ii£5 p. 

L'équation {!)' permet de résoudre la question de l'équilibre ; 
quant à la relation (2) elle fournira la tension T du lil. 
D'ailleurs pour que le (il OM soit tendu il faut T > 0, d'où 

2ar < -ç-, c'est-à-dire a; < — . 

Pour étudier l'équation (1)', posons sin x = z, nous aurons 

(3) fiz) = - 4.-*/z' -.- 2(u.'/ -g)z-9 = 0. 
Prenons la dérivée, il viendra 

f'(z) = — 12«.«;s» + 2(wV - g). 
Distinguons trois cas suivant la nature des racines de f{t)=0. 
1» (o'i — ^<0. — On a /^(z)<0 quelle que soit z; 
donc f{z) sera constamment décroissante. 

Quand a; varie entre ses limites et -r- > z varie de à -ttt ; 
or 

AO) = -ff<o, 

\"^¥. 

par suite, f{z) ne s'annule pas pour une valeur de z comprise 
entre et -7^ et l'équilibre est impossible dans ce cas. 

2° u>*l — g = 0. — L'équation (3) n'admet qu'une racine 
réelle, d'ailleurs négative, et il y a encore impossibilité pour 
l'équilibrer 

3" 0)'/ — jF > 0. — L'équation dérivée admet pour racines 



1q>»/ V 6w»i 
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on voit d'autre part et facilement, que z' est comprise entre 

i 

et —^ ; nous aurons donc le tableau suivant : 

V 2 





z' 

c 




1 


m 


-^ ^ -^ 


^^ 





m 


— j croit >^ 


\ décroît 


-g{i^f£) 



Pour que f{z) =0 ait deux racines ZijZa, comprises entre 

i 

et -73 il faut et il suffit que 

m > 0. 

Si f[z') = 0, une seule racine est comprise entre les limites 
considérées; enfin si /*(z')<<0 l'équilibre 'est impossible. Un 
calcul facile nous donne 



f{z') = j(i.H^9) 



y 60)2/ 



de sorte que nous aurons en résumé, 

pour 8(0)2/ _ gY _ 27^2j^«/> 2 positions d'équilibre : Zj, z^; 
» » =01 position d'équilibre Zq ; 

» » <<0 aucune position d'équilibre. 

Stabilité. — Décomposons les forces qui agissent sur le point M 
suivant OM et la perpendiculaire Mt/; la première composante 
est équilibrée par la tension du fil, quant à la seconde elle a pour 
valeur 

mf(z). 

Soit Zi une valeur de z qui répond à l'équilibre; écartons M 
très peu de sa position d'équilibre , Xi variera de Aari et Zi su- 
bira une variation Azi de même signe que Aarj. Ceci posé, on 
voit aisément sur la figure qu'il y aura stabilité si mf{zi -h Azi), 
valeur que prend la composante suivant My, et Azj sont de 



1 



^•vi 



3 



■'■■m 
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signes cod''"»''''™ "" 'vtmmti fiî.\ != n. 



01) bien, h 



Ilyaur 

Si n' 

est racine 



auroni dei 
Enrésu 
nous Yoyc 
l'une stab 
libre qui : 
Applict 



Il y a doD' 
L'équat 



elle adme 
l'équation 



3i = sma; 
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Pour cette solution l'équilibre est stable. 

L'équation ^ 

-i + sfJ 1 

sin a? = za = -. >3 

fournit au contraire une position d'équilibre instable. 
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288. — Calculer la tension maxima qu'éprouve un fil de 0™,60 de 
long qui supporte un poids de 200^^' et auquel on imprime, dans un 
plan vertical, une rotation avec une vitesse de 2 tours à la seconde. 

289. — On fait tourner à Taide d'une fronde, une pierre du poids 
de 1^8:, dans un cercle de rayon 4™, 50. La corde de cette fronde ne 
peut supporter qu'une tension de 50^8:; cette corde se rompt au 
moment où la pierre atteint un point G placé de façon que CA = CB 
(AB étant un rayon horizontal et A le centre). 

On demande la hauteur à laquelle s'élèvera la pierre dans le vide 

et l'amplitude du jet. 

{Conc. acad,, Bordeaux, 1877.) 

290. — Un canal circulaire tourne uniformément autour d'un 
diamètre vertical. Trouver la position d'équilibre relatif d'un point 
pesant situé à l'intérieur du canal. 

291. — Une tige AB homogène, est animée d'un mouvement de 
rotation uniforme autour de la verticale kz. On connaît le poids 2^^ 
de AB, sa longueur 2"* et l'angle BA-2 = 30o. Calculer la force 
centrifuge qui s'exerce sur la tige. 

292. — Un rectangle homogène plein ABCD, tourne uniformément 
autour du côté AB vertical; calculer la force centrifuge qui agit 
sur lui. 

CARONNET, — PROBL. DB MÉCANIQUE* 21 



■S 









287. — Calculer la force centrifuge qui s'exerce sur un corps du '^^ 

poids de iO^e^ parcourant une circonférence de 2"* de rayon et fai- \ 

sant 30 tours à la minute. ..> 



T. 



' VV 






■2 
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293. — Une circonférCDce homogène de masse m peut tourner 
autour d'uD diamètre horizontal AA' comme charnière. Cette char- 
nière Tait corps, en son milieu, avec un axe vertical BB', autour 
duquel le système tourne avec une vitesse constante et donnée. Par 
suite de cette rotation, l'anneau tend à se placer dans un plan hori- 
zontal; mais cette tendance est combattue par la pesanteur sur une 
masse additionnelle M, fixée h l'extrémité C du diamètre perpendi- 
culaire h la charnière. 

Déterminer la position angulaire pour laquelle l'anneau resterait 
en repos relatif. 

{Concourt d'Agrégation [Extrait], 1873.) 
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9B1. Force v*kuble. — Considérons immédiatement le cns de ta trajec- 
toire quelconque. On partage l'arc HH' en arcs élémentaires tels que mm' , 
assez petits pour qu'on puisse leur substituer leurs cordes et, d'autre part, 
pour qu'on puisse considérer la force comme restant constante, pendant 
chacun de ces déplacements. Le tntiait total est, par déQnition, la limite 
vers laquelle tend la somme des travaux élémentaires. 

Si plusieurs forces constantes ou valables sollicitent un point matériel, 
on démontre facilement le tbéoréme suivant : 

Lt travail de ta rétultante de plutieuri forces apptiqitée» à un même point 
eut égal à la somme de* travaux dn compotantes. 

293. Ukités de travau.. — Kilogrammétre. — C'est le travail correspon- 
dant à un poids de I kilogramme qui déplacerait son point d'application 
de ( mètre dans sa direction. 

Erg. -- C'est le travail d'une dyne, déplaçant son point d'appUcation 
d'un centimètre dans sa direction. 

Joule. — Lejoule vaut 10' ergs. 

UMTr£s DE PDissANCB. — L'unllé de travail est indépendante du temps; 
mais dans l'industrie on doit tenir compte de cet élément et l'on est amené 
à considérer un nouveau coefficient uppelé la puUiatice et qui représente 
la quantltt' de travail produit pendant 1 seconde. 

Cheval-vapèur. — Le cheval-vapeiu-, qui est l'unité vulgaire de puis- 
sance, est le travail de 79 kilogrammétres effectué en 1 seconde. Cette 
puissance équivaut k peu près à celle de 3 chevaux de trait. 
Watt. — C'est le travail d'un joule débité en t seconde. 

3B3. Rbphésgntation graphique du travail. — Nous avons vu que dans tous 
les cas, on avait pour expression du travail 
E = lim. SF cos a.mm'- 
Ceci posé, construisons deux axes rectangulaires 
Ox, <iy ; portons en abscisses et bout à bout les 
cordes mm\ puis en ordonnées les produits 
F cos a correspondants, nous obtiendrons ainsi des 
points représentatifs A,, Ai, Ai, A^, et nous aurons 
G = lim. (aire Oa,A,A; + ...+aireaia.A,A;). 
,... Si maintenant l'on suppose que le nombre des 

travaux élémentaires croisse sans limite , les points 
A',,Aj... formeront une courbe (C) et le travail 
€ sera représenté parfaire du trapèze mixtiligne 
OMNP. 

La mesure de cette aire dépend du calcul 
intégral ; mais on pourra, en appliquant les 
procédés de Simpson et de Poncelet, en obtenir 
des valeurs approchées. 
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par conséquent il viendra, en remplaçant, 

Ç =0,19 X 0,02 = 0»^"og'ammètra,0038. 



291 . Un plan poli ^ incliné de 30°, a une longueur de 2"*,25. 
1° Calculer le travail produit par un poids de 9''*,5 abandonné 
sans vitesse initiale au sommet du plan ; 2<* évaluer en chevaux- 
vapeur la puissance d'une machine qui accomplirait le même 
travail pendant le même temps, 

lo Nous avons C = 9,5 x 2,25 X cos60% 
ou bien 

C = 9,5 X 2,25 X Y = 10''«^,6875. 

2° Si t est le temps employé par le corps pour descendre le 
plan, la puissance ar, évaluée en'chevaux-vapeur, d'une machine 
qui accomplirait le même travail pendant le môme temps, sera 
donnée par 

/IN 10>6875 

(1) ^ = -??S 7 • 

^ ' 18 Xt 

Nous avons d'ailleurs, pour calculer <, la formule 

2,25 = i- 9 sin 30M^ = Ç , 



d'où 



t = v/- = 0%95. 
^ 9 

Remplaçons dans (1), il viendra finalement, 

10,6875 



X = 



75 X 0,95 



= 0«*'''»P-,15. 



298. Un cheval est attelé à un manège de rayon R; sachant 
quil exerce une traction de Y^^ et quil travaille h heures par 
jour en faisant un tour en m minutes, 

1® Calculer son travail quotidien; 

2® Evaluer en chevaux-vapeur la force d^une machine qui pro- 
duirait le même travail pendant le même temps. 
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I 

Application. — A = 8, m=— , R = 3™,50, F = 45. 

«> 

1° Le cheval accomplit dans sa journée 

60xh 



m 



tours; 



or le travail qu'il produit pour un tour est 2kRF ; par suite, son 
travail quotidien sera exprimé par 

îir.R.F.A.eO ,., 

— kilogrammetres. 



tô = 



m 



2o Le cheval-vapeur étant le travail de 75 kilogrammetres 
produit pendant une seconde, la force de la machine produisant, 
pendant le même temps le même travail, sera évaluée en che- 
vaux-vapeur par 

S 211 . R . F 



N = 



75x A X60 X 60 m X 75 X 60 



Application : Ç = ic x 453600 kilogrammetres. 

N = Tt X 0,21 cheval-vapeur. 






.71 « 






u 






M 




r— JE 



^iTTBtfJ' 



-"Sf^ 



299. Dans une pompe aspirante et foulante, calculer la force 
à employer pour soulever le piston, et évaluer le travail accom- 
pli pendant la course ascensionnelle du piston. 

Application : 

Section du piston = 200 cent, carrés. 
» » tube = 50 » » 

Hauteur d'élévation = 7° ; 
Longueur du corps de pompe = 2™. 

H étant la pression atmosphérique évaluée en 
colonne d'eau, la face supérieure du piston 
supporte une pression S(H -+- AR) dirigée vers 
le bas tandis que la face inférieure éprouve la 
pression S(H — AG). 
Par suite, la force nécessaire pour soulever le 
piston sera au moins égale à 

F = S(H+AH)— S(H-AC) = S.GR. 



■VJ-, 



n 

••■Xj, 



^^:: 
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Elle est indépendante de la position du piston. 
Le travail nécessaire pour élever le piston de EB est donné 
par 

C = S.CB.EB. 
Application : F = 2 X 7 = 140"*. 

fi = 280 kilogrammètres 

300. Un point qui se déplace sur une droite AA', est repoussé, 
proportionnellement à la diitance, par un point decetle droite. 
Calculer le travail de la force répulsive, pour un déplacement 
fini HjH du point. 

1" Le segment MaH ne contient pas le centre répulsif. 

Posons OMq = xo, OM = X et soit kx la force répulsive 
pour la position H. 

Divisons M<|M en n parties égales très petites h, nous au- 
rons nA = X — Xb. 

D'ailleurs, la force pouvant être considérée comme constante 
pour chacun de ces déplacements infinitésimaux, il viendra 

5 = limite I kx^k 4- k{x^ -hh)h-{ h k{Xf -h n — i.h)k |, 

ou bien 
î; = lim kh\ nx^ + h -i— 5 — - I = lim kkn\ xt + -= -5- 1- 

Remplaçons An par x — x„, puis faisons tendre A vers zéro; 
nous obtiendrons 

S j— ■ 

2° H, et M sont de part et d'autre du centre répulsif. Noua 
avons dans ce cas 

kx^ _ fti» 

mais 6»,o = s-' won = -5-, 

kix*-a^,) 
donc ^MiH = 5 — -■ 
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II 

NouB aurons donc, si -j- est la force attractive au point A, 

— * , ^ ' /' ' \ 



d'oii, en additionnant, 

... --4r:)=--(--^ 
\q q^ q" ^+V r«\q ç»+ 

ou bien encore 






■t)Vf- 



2t = — 

Faisons croître n indétiniment, il viendra 
lim {/f = 1 
et par suite 

Remarque. — Si la force était répulsive, on obtiendrait pareil- 
lement 



302. On donne dans un plan vertical une ellipse dont le grand 
axe est horizontal. Calculer le travail de la pesanteur sur un 
point matériel qui décrit un arc MM' donné de la courbe. 



4 ■ 
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D'après ce que nous savons sur le travail d'une force constante, 

nous avons 

S = P X proj. de MM' sur Oz ; 
mais 

ou bien, en posant 

MFX = e, MTA = 0', 
FM = p, FM' = p', 

(MM')o. = p' cos (4 -*- ^') — P cos ^~ -h o\ = p sin 8 — p' sin 6'; 

nous aurons donc ï5 = P(p sin ô — p' sin 6'). 

Or, l'équation de l'ellipse en coordonnées polaires s'écrit 

P 




P = 



et il viendra 



6 



= ^^1 



1 H- e cos 6 
sin ô sin 0' 



e cos 6 1 4- e cos 6' 



303. Calculer la force théorique en chevaux-vapeur d'une ma- 
chine à vapeur à détente et condensation, fonctionnant dans les 
conditions suivantes : 1° le volant calé sur Varbre de couche fait 
2100 tours à V heure ; 2° le diamètre du cylindre est de 0™,60; la 
course du piston est rfe 1™ ; la pression de la vapeur à son arrivée 
dans le cylindre est égale à 5 atmosphères; la pression au con- 
denseur est 0**™,4; la détente se fait au tiers, 

(Brev, de l'eus, spécial, Aiœ, i880.) 

Construisons deux axes rectangulaires Ou, Op, Si nous por- 
tons en abscisses des quantités propor- 
tionnelles aux volumes et en ordonnées 
les pressions, nous aurons comme dia- 
gramme le contour mixtiligne HB'A'. 

Le segment HB' correspond à la va- 
peur qui agit à pleine pression P ; nous 



P 
H 



B 








j — r — i/ï 



■ ■ 



B 



A «^ avons alors 



o« = T 



en prenant 



comme unité le mèjtre; et la courbe B'A' correspond à la 



i 



.•'.■«* 



4 



1^ 






•I 
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détente que nous supposons s'efTectuer suivant la loi de Ma- 
riotte. 
Par conséquent, en posant 

P= TtxM'xSa"" = nxô;3'x3xl0336, 

l'aire OHB'A'AO représentera le travail delà pression. 
2 
Portons Aa = O»""-,! = -^P, la contre-pression due au 

condeaseur sera mesurée par l'aire du rectangle OAaiO. 
Or, nous avons 

P 2P 

OBB'H- y. Okab= ™. 

Évaluons maintenant l'aire BAA'B'; pour cela, nous divise- 
rons BA en quatre parties égales à -^ et nous prendrons comme 

valeur approchée la somme des trapèzes rectilignes obtenus en 
traçant des ordonnées par les points de division. 

Ces ordonnées étant P, joi, pi,p%, Pi, nous aurons, en vertu de 
la loi de Hariotte, 

d'où nous tirons 

La somme des aires des trapèzes étant 



1 f P+P. , 
6 L 2 



nous obtiendrons, en remplaçant, 
67 „ 



Le travail résultant à chaque course simple du piston sera 
donc 
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ou bien -^ ir . ÏÏ3* . 5 . 10336. 

Comme pendant 1 heure il y a 2100 tours de volant, il y aura 
4200 coups de piston ; par conséquent, nous aurons en évaluant 
le travail en chevaux-vapeur , 



7r.563.0,aM0336.5.4200 



EXERCICES 



294. — Calculer le travail nécessaire pour élever de 1 décimètre 
un corps pesant 5^8:^025. 

295. - On laisse tomber un poids de 10^^ d'une hauteur de 9™,809. 
1° Calculer en kilogrammètres le travail produit par la pesanteur ; 
2« Calculer en chevaux-vapeur la force d'une machine capable 

d'effectuer le même travail pendant le même temps. 

296. — Un cheval attelé à un manège travaille 8 heures par jour 
et exerce une traction de 35 kilogrammes ; il fait 9 tours en 3 mi- 
nutes sur une piste de 3 mètres de rayon ; calculer le travail qu'il 
effectue en 1 minute. 

297. — On lance un projectile pesant 0^8:^250 avec une vitesse de 
200™ et dans une direction fgiisant 45° avec l'horizon. 

Calculer le travail de la pesanteur depuis le départ jusqu'au som- 
met de la trajectoire. 

298. — Un plan est incliné de 30° sur l'horizon ; un corps de 
\0^«, abandonné au sommet sans vitesse initiale, effectue dans sa 
descente un travail de 50^8^". Calculer la longueur du plan incliné. 

299. — Un manœuvre agissant sur une manivelle de 0"*,30 fait 
faire à celle-ci 30 tours par minute. Quel sera le travail transmis à 
la manivelle dans cet intervalle de temps, sachant que le moteur 
développe un effort moyen de 8^8^ ? 
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300. — On veut élever avec une grue, en 3 minutes, à la hauteur 
de 3",^, une pierre pesant 2 OOO"». Les rayons du cylindre et de la 
manivelle sont longs de O^jM et de O^.TO. On demande de calculer 
en chevaux- vapeur l'importance du moteur. 

301. — Quelle est en chevaux- vapeur la puissance du moteur 
nécessaire pour faire marcher une pompe dont le piston a O^jiO de 
rayon, O^.SB de course, avec une vitesse de 15 oscillations doubles 
par minute, sachant que la hauteur totale de la colonne d'eau est 
de 10"? 

303. — Une machine à vapeur met en jeu un système de pompée 
qui élèvent l'eau d'un fleuve à 1 Sa'' de hauteur pour l'alimentation 
d'une ville. On demande de calculer le rendement de ce système de 
pompes, en supposant : 

1" Que la force de la machine mesurée sur l'arbre de couche soit 
de 1 500 chevaux- vapeur ; 

2" Que les réseï 
24 heures. 

303. — Un cy 
contient un gazq 
sion de lO"""; d 
atmosphérique ; 
travail de détent 
section 1 décimèt 

304. — Un cylii 
la course est l-" 
6 atm. d'un gaz. 

Calculer le trai 
i" En supposan 
2" En supposan 

305. — Un poi: 
rayon 2"", avec la 
de la pesanteur p 

306. — Une hé 

vertical; un poil 
constante horizoï 
la somme des tra 
l'hélice. 
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307. — On donne dans un plan vertical une parabole dont 
est horizontal. Calculer le travail de la pesanteur sur un 
matériel qui décrit un arc de la courbe. 

F étant le foyer de la parabole, et MM' l'arc considéré, on 
sira comme données les angles que forment FM et FM' avec 
de la courbe. 

SOS. — Une machine a vapeur, fonctionnant sans condensi 

sans détente, fait 50 tours par minute quand la vitesse de r( 
est atteinte. Sachant en outre que le piston de cette machine 
surface de 3daiq,i4i6 et que sa course est de 40"», on demande 
primer la puissance de la machine en chevaux, la prgssion 
vapeur étant égale h. 6 atmosphères. Que deviendrait l'expressi 
cette puissance si la machine était munie d'un condenseur 
tension de la vapeur atteindrait —r- d'atmosphère ? 

{Bace. lettres-math., Conitantine, 1895.) 



CHAPITRE V 
MOMENTS D'INERTIE 



soi. Le moment d'inertie d'un point de masse m par rapport à un point, 
un aie ou un plan est le produit mr', r étnnt sa distance au point, à l'axe 
ou au plan . Le moment d'inertie d'un système est la somme des moments 
d'inertie des points matériels qui le constituent ; il aura donc pour ej- 
pressioa Smr' 

Imaginons trois a\es rectangulaires auxquels nous rapporterons l'espace, 
et soit un solide (C). 

Soit la son moment d'inertie par rapport à 
l'origine, nous aurons 

lo = Zmr', 
mais r' = ï" H- y' -I- s', 

Id = i;m(3;'+!/'4-ï'} = Snw'+Sinj/'-i-Sfljî', 
c'est-à-dire 

(1) ■ h:^hxy-hhy=-hh,T. 

305. Le moment d'inertie d'un corps par rapport à un point est donc 
égal à la somme des moments d'inertie par rapport à trois ptan» rectan- 
gulaires, d'ailleurs quelconques, passant par le point. 

lo = Srola;' -i- v') + Sins", 

(2) Io = l„.-l-I„.,. 

Enfin on peut encore écrire 

Zm{û^ -\-y') = Imx' H- Smy\ 
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(A) 




> 



(A') 



Les relations (1), (2), (3) sont particulièrement utiles quand le système 
admet des axes ou des plans de symétrie. 

306. THéoRÊME. — Le moment dHnertie d'un corps par rapport à un axe 
est égal au moment dHnertie par rapport à un axe parallèle et passant par 
le centre de gravité ^ augmenté de MaS M étant la masse du système et a la 
distance des deux axes. 

Soient U , Ia' les moments d'inertie du système par rapport aux axes 

parallèles (A), (A'), ce dernier contenant le centre de 
gravité G. 
Nous avons 

1a = ^mr\ Ia' = Smr'» ; 

mais r« = r** -h a* — 2a5, 

d'où mr^ = mr'^ -+- ma^ — 2ma5 ; 

donc l^mr^ = Smr'* -h Ima^ — 2aSmS, 

ou bien Ia = U» -f- Ma* — 2aSm5 . 

Appliquons le théorème des moments par rapport 
au plan passant par (A') et perpendiculaire au plan (AA'). SmS étant pré- 
cisément la somme des moments des poids des points matériels et le poids 
résultant ayant un moment ni^l puisque (A') contient G, nous aurons 
2w8 = 0. 

Il reste donc 

U = U» -h MaK 

Corollaire. — Parmi tous les axes parallèles à une droite, celui pour 
lequel le moment d'inertie est minimum est l'axe qui passe par le centre de 
gravité. 



307. Moment d'inertie d'une barre rectiligne homogène : 
!• far rapport à une extrémité; 
2° par rapport à son milieu, 

1® Divisons la barre en n parties égales assez petites pour 
être assimilables, sans erreur appréciable, à des points matériels ; 

l'élément situé entre la A;*^^ et la (A: -i- !)**"*« division sera 

k 
sensiblement distant de l'extrémité de — Z, si Z est la lon- 

n 

gueur de la barre, et comme celle-ci est homogène, la masse de 

M 
chaque élément sera — > la barre étant de masse M. Le mo- 

M k^ 

ment d'inertie de cet élément sera donc r P . Par 

n n* 

suite, la somme des moments d'inertie de tous ces éléments 
s'écrira 
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M 2* 



ou bien 

n» 6 

Augmentons indéôniment le nombre des divisions ; cette 
expression deviendra, pour n = oo , 
HP 



2° Si I est son moment d'inertie par rapport à son centre de 
gravité nous aurons, d'après un théorème précédent, 

m* _ Mf 

3 ~ 4 ■^'' 



d'où 



' 12 ■ 



et 



308 . Moment d'inertie d'une circonférence : 
i" par rapport à son centre; 
2« par rapport à un diamètre. 

1° Tous les pointsde la circonférence étant équidistants du cen- 
tre, si R et H représentent son rayon 
et sa masse, il viendra 

Zmr' = R'Sm = MB* 
2» Le moment d'inertie par rapport à 
un diamètre quelconque est évidemment 
le même. 

Or, soient deux diamètres rectangu- 
laires Oa:, Oy ; nous avons 
loi = 2mj/', Io„ = Smx* 

\oy = 2m(ar'-|-y') = l^mr' = MR*; 
U = lop 




loW 



donc 



Io^ = - 



MR^ 
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309. Moment d'inertie de la surface d'une sphère : 

1» par rapport à son centre; 

2» par rapport à un diamètre ; 

3» par rapport à un plan diamétral. 

On trouve, en raisonnant comme plus haut, 
!• MR»; 

MR* 



20 



30 



3 ' 
2MR' 



M 



310. Moment (Tinertie d'un cercle : 
1° far rapport à son centre ; 
2" par rapport à un diamètre. 

!• Partageons le cercle en n parties au moyen de circonfé- 
rences concentriques de rayons 



R 2R ,R (n— 1)R 



n 



n 



n 



n 



L'anneau compris entre les circonférences de rayons 



m 



n 



R 

(A: H- 1) — a pour surface 



icR* 



n 



— (2A -*- 1) et pour masse 



M 



n' 



(2Â:-hi), M étant celle du cercle; son moment d'inertie 



aura donc pour expression 



",(«+.,.*.^ = :»!,». H-n 



n 



n' 



n' 



et il viendra 

k=n 

MR 



k=i ■- 



n\n 4- 1)2 n(n + l)(2n -h 1) 



1 



Faisons tendre n vers l'infini, nous aurons pour le moment 
d'inertie du cercle 

MR2 
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2° On trouve sans difficulté pour le moment d'inertie par 
rapport à un diamètre, 

MR' 
4 ■ 
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309. — Calculer le moment d'inertie du périmètre d'un rectan- 
gle par rapport à son centre. 

310. — Évaluer le moment d'inertie de la surface d'un rectangle 
par rapport à l'un de ses côtés. 

3!1. — Calculer le moment d'inertie d'un cercle par rapport à un 
point de la circonférence, 

313. — Évaluer le moment d'inertie du périmètre d'un polygone 
régulier par rapport k son centre. 

313. — Moment d'inertie du volume d'un cylindre droit de révo- 
lution par rapport à son axe. 

314. — Moment d'inertie du volume d'une sphère i 
l" par rapport à son centre ; 

2' par rapport à un diamètre ; 

3° par rapport à un plan diamétral. 



"^iS 



CHAPITRE VI 



THÉORÈME DES FORCES VIVES. PENDULE. VOLANTS 



'•V 



\ K. 



\ ^^ 



■& 



311. On appelle force vive d'un point à l'instant t le produit de sa masse 
par le carré de la vitesse qu'il possède à cet instant ; en la représentant 
par 2T, nous avons donc 2T = mt?'. 

La force vive d'un système est la somme des forces vives de ses points 
matériels, de sorte que l'on a 2T = Swi?^ 
On donne quelquefois à la quantité T le nom de puissance vive, 

312. Force vive d'un système animé d'un mouvement de translation. 
Chacun des points du système ayant même vitesse Vj nous aurons 

2T == mv^ -t- m'»» 
ou bien 2T = Mî?«, 

M étant la masse totale. 



m"©* 



. 'ti 



313. Force vive d'un système animé d^un mouvement de rotation. 

Soit (i> la vitesse angulaire du système ; la vitesse de tout point situé à 
la distance r de l'axe étant r(i>, nous aurons 

2T = wr'w* -+- m'r'^iù^ -t- . . . = tù*Ilmr*, 

ou enfin, en représentant par I le moment d'inertie Smr* du système par 
rapport à l'axe, 

2T = lo)». 

314. Force vice d'un solide dont deuji points décrivent une droite fixe. 

En vertu de la liaison, le solide pourra tourner autour de Oz et glisser 
le long de cet axe. Sa position sera d'ailleurs connue avec celle de l'un 
quelconque de ses points, non situé sur Taxe. Or on peut passer de Tune 
à l'autre position d'un points ou plus généralement du solide lui-même, en 



i 



! 
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e transIaUon is pa- 
Dus distinguons Jea 
points H du sobde psr leur cote z au-dessus 
d'un plui Qxe perpendiculaire ï Os, leur dis- 
tance r h cet aje et l'angle du plan HOs avec 
un plan fixe passant par t'axe, la vitesse v 
d'un point quelconque sera la résultante des 
deux Titesses rS' et i' perpendiculaires ; on 

et il Tiendra 

2T = Snt(r'e'' + z^) = 19'' + Mz'' , 
H étant la masse du solide et I son moment dlnertle par rapport à Os. 

Théorème des lurcea vives. 

315. 1° Cas du point matériel. — Vn point te déptofant tout faction de 
eertainei force», la itmi-variation de force vive de ee point ett égale au 
travail dM force* pendant fa durée du déplacement. 

2° Cas d'un système. — Ia lomme det travaux de toutet let forces qui 
agiitent tur iet différent! point* d'un tyitéme matériel, pendant un inter^ 
valle de tempi donné, ett égale à la demi-variation de $a force vive. 

En résumé, on a dans le premier cas 

— (me' — me!) = 6. 
et dans le cas du système 

(i) j [Xmv* — SiBPj) = SÇ. 

Le traTail total S6 se compose du travail £^f des forces intérieures et 
du traTail lt?>c des forces extérieures; (i; pourra donc s'écrire encore 

y (Smv' — Imoî) = ï E, -H sGj , 

(2) -r- Sm»' — ï^j = y SmoJ ■+■ ïSt, 

— Imv' porte le nom d'énergie actuelle (ou de mouvement) ; 

— SÇi — d'AiwjiepotwKWte (ou de position!; 

■s-anti* — ï^i — d'énergie totale. 

PniNciPE DB coNSEiiTATioN 01 L'tNËKGiE. — Si le Système estisolé,c'est-à-dlre 
à l'abri des actions extérieures, 1^< est nul et l'équation (2| nous montre 
que Vénergie totale du système conserve la même valeur. 



Volants. 

318. Un volant est une grande roue massive calée sur l'arbre de couche 
d'une machine. Il a pour but de faciliter la mise en train de la machine, 
d'en régulariser le mouvement, c'est-ii'dire de resserrer les limites de la 
vitesse. Considérons donc une machine et soient 

Sm le travail moteur, Sr le travail résistant; 



ïC = Ç« — fôr. 
Appelons u' et u' les valeurs maxiraa et minima de la vitesse angulaire 
(i> de l'arbre de couche; la vitesse moreiine sera — - — := m,. 

E viendra donc, en négligeant la masse des organes delà machine devant 
celle du volant, 

(t) —variation force vive du volant ^= Cm— ^r- 

Or, pour simplifier, nous supposerons que le volant est une roue de 
rajon R et dont la masse H est uniformément répartie sur sa circon- 
férence; alors la force vive du volant sera MR'u' et nous obtiendrons en 
remplaçant dans (t), 



-mv _.-.) = 


E.-S,. 




MRV 



Nous voyons ainsi qu'un volant sera d'autant plus efficace que sa vitesse 
angulaire sera grande et que son moment d'inertie UR* sera grand. 

Il est à remarquer cependant que toute augmentation de R peut rendre 
le volant encombrant et qu'en augmentant la masse H, on accroît les , 

résistances passives. 

Pendule. 

317. Penà/ule timple. — Le pendule simple est constitué par un point 
matériel H attaché à l'extrémitÉ d'un âl OH ineitensible et fixé 
en 0. 

Supposons qu'on abandonne le pendule sans vitesse de la position OA, 
faisant l'angle a avec la verticale OB; le point H décrira, sous l'action 
de son poids, un arc de circonférence de centre et de rayon OA = J. 

Étudions son mouvement. 

Les forces qui agissent sur H sont : son poids P := mg et la tension 



Pur suite, si v est sa vitesse en M, la variation de sa puissance vive sera 

— mu", puisque tio = ; d'autre part, T 

étant normale à la trajectoire a un travail nul 
et le tr avail de P pour le déplacement AH 
sera P.A,M,, ou bien m!fl(cose — cosa). 
L'équation des forces vives s'écrira donc 

— - mv* = mglieos 8 — cos a). 

Ceci posé, supposons que a et, par suite, B 
soient très petits ; nous pourrons, sans erreur 
appréciable, remplacer cosfl et cosa par 
viendra donc 

1 montre que le mouvement du pendule est symé- 
trique par rapport à la verticale OB. Ëtant parti de A sans vitesse, U 
arrivera jusqu'en A' oCi sa vitesse sera nulle, puis parcourra l'arc A'BA 
de la même façon, etc. 

En résumé, le mouvement de H est oscillatoire. 

Proposons-nous de calculer la durée T d'une oscillation, c'est-à-dire le 
temps employé par H pour décrire l'arc ABA'. 

Pour cela, nous ferons usage de l'arti&ce suivant dû à Huygbens. Recti- 
fions l'arc ABA' et conservons les mêmes lettres; décrivons sur le seg- 
ment recUligne ABA' comme dinm Être, une demi-ci rconléren ce. Le point 
H décrit ce diamètre avec la vitesse n. exprimée par (1). 

Soit to la vitesse du point R, qui décrit la demi-circonférence de façon 
k se projeter à chaque instant en H sur AA' ; nous aurons 




Cette formule 




Nous voyons ainsi que le point R se meut uniformément; par suite, 
ne il décrira la demi-circonférence pendant que 1 ' 
e A.V, c'esl-i-dire pendant le temps T, nous aurons 
arc ARA' = w.T, 



d'où 
il que le point 1 



'. décrira 1 



T = 



Vf 



T étant indépendant de l'amplitude 2« de l'oscillation, on dit que les petites 
oscillations du pendule simple sont itochrones. 
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Quand les oscillations ne sont pas petites, on trouve 

'=-v/7['.*(t)'-t-g-:)""-t 



] 



318. Pendule composé. — Le pendule composé est constitué par un 

corps solide pesant tournant autour d'un axe hori- 
zontal. 

Le centre de grayité G du solide décrit un cercle 
Tèrtical ; prenons le plan de ce cercle pour plan de 
figure et soit la trace de Taxe de rotation. 

Le théorème des forces vives nous donnera, comme 
dans le cas du pendule simple, 




mais (313) 



— Smt?' = P/(cos 9 — cos a) ; 

1 1 

2 2 



Mfc* étant le moment d'inertie du solide par rapport à Taxe de rotation, 
et u) sa vitesse angulaire ; nous aurons donc 



(3) 



—- fc«.o)« = flfi(cos8 —cos a). 

eu 



Or, considérons le point 0' situé sur la droite OG à la distance 
00' = r = — ; ce point aura pour vitesse t? = Tw, et nous aurons, en 
remplaçant dans (3), 

ou bien v* = 2gl' (cos 6 — cos «). 

C'est précisément l'équation du mouvement du pendule simple ; par 

conséquent le point 0' oscille comme s'il était libre et suspendu par un fil 

au point 0. La parallèle à ïaxe de suspension menée par 0', s'appelle axe 

k* 
d'oseillationi et l' = —r est la longueur du pendule simple synchrone. 

La durée des oscillations du pendule composé et celle du pendule simple 
synchrone sont les mêmes. 

Remarque. — On a 00' > OG. 
En effet, si Mp* est le moment d'inertie du soUde par rapport à l'axe 
parallèle à l'axe de suspension et passant par G, on a (306) 

Mfc« = Mp* -f- M/S 
ou fc» = P* -+- 1>. 



d'où 



r = — = f-i--ï- 



Cette relation donne une nouvelle expression de la longueur du pendule 
simple synchrone. 



.VI 

"'M 
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319. l/n corps du poids de 75^" tombe, d'une hauteur de l", 30, 
iur vn 3ol qui oppote à la continuation de son mouvement une 
résistance constante de 6000*^. Jusqu'à quelle profondeur s'y 
enfoncera-t-il ? 

[Baee., Lille, 1883.) 

Le corps arrive au sol avec une vitesse v, donnée par 
(i) »»= 2</e = 2tfXl",30. 

Appliquons le théorème des forces vives à son mouvement 
dans le sol ; nous aurons 
J_ 
2 ' 
ou bien, en vertu de {i}, 

7bxl"',30 = 5000xar, 
d'oii nous tirons 

•=^^i^ =«-.»-■ 

320. Un clou est enfoncé dans un mur qui offre une résistance 
.moyenne de 150**. Un poids P tombant sur ce clou avec une 

vitesse de 2"» le fait enfoncer de O" ,00136. Calculer P. 

Le théorème des forces vives nous donne, en négligeant la 
masse du dou devant celle du poids P, 
1 P 



d'oïl nous tirons 



*^ 150x0,00136, 

2 9 



150x0^00136x3 
P- 2 

ou bien P = 1*^. 



321. Une circonférence de 3"" de rayon est située dans un plan 
vertical. Un mobile, partant de son point le plus bas, est lancé 
avec une vitesse va. Quelle doit être cette vitesse pour que te 
mobile assujetti à décrire cette courbe, puisse atteindre le point 
le plus haut? 



^^'r-'- 



■• r , 



TT^^^W^^-^ 



y ■ 



. <• ' 
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Cette vitesse dépendra-t-elle du poids du mobile? 

Qu'adviendra-t'il selon que la vitesse initiale sera plus grande 

ou plus petite que la vitesse trouvée ? 

(Bacc. leitreS'Sc.y Alger, 1895,) 

P 

La force vive du point est mv^ ou — «*. 

9 
Les forces qui agissent sur lui sont son 

poids P et la réaction de la circonférence. 

Cette force de liaison étant normale à la 
courbe a un travail nul ; quant au tra- 
vail du poids P il a pour expression 
— P.ÂM' = — P./(i— cos8), l étant le 
rayon de la circonférence. 

Par conséquent, le théorème des forces 
vives nous donnera 

1 1 

— mv'^ — -^ mvl = — mgl{i — cos 6), 

z z 

d'oïl nous tirons 

v2 = V? — 2^/(1 — cos 6). 

D'ailleurs, pour que le mobile puisse occuper la position définie 
par MOA = 6, il faut ^ 

uj — 2gr/(l — cosO) >0, 

d'où vl > 2^/(1 — cos 6). 

Par suite, le mobile pourra atteindre la position la plus 
élevée A', si l'on a 

v\ > igl. 
En résumé, quand nous aurons 

vo < i/gl le mobile n'atteindra pas A'. 
v^ = ^/gl » arrivera en A' et y restera. 

Vq > i^gl » parcourra la circonférence et ne s'arrê- 

tera jamais. 



322. Un point matériel de masse m glisse sur une circonfé- 
rence située dans un plan vertical. Ce point partant d'une position 
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donnée A sur la i-irconférence, sans vitesse initiale et sous l'ac- 
tion de son poids, on demande en quel point il quittera la circon- 
férence. 

Le point étant d'abord assujetti à se déplacer sur la cirmnfé- 
rence, se trouve soumis à la force 
centrifuge F, 

Pour que ce point, primitive- 
ment po»J en A, n'abandonne pas 
la courbe, il faut que la résultante 
des deux forces F et P t'appuie 
sur la circonférence, c'est-à-dire 
que la projection de cette résul- 
tante sur le rayon OM soit dirigée 
vers 0, 

A l'instant où cette projection sera nulle, le mobile abandon- 
nera la courbe. Soit M cette position limite; nous aurons 

(1) F = P sin X = mg sin x. 




d'autre part, le théorème des forces vives nous donne 

i 

— mu* = mg A'M' = mjR (sin ce — sin x). 



F= ^- = 2m^(5in<. 

et n viendra, en substituant dans (1), 
2(sina — sinx) = 
Cette équation nous fournit 



323. Un pendule OA, qui bai la seconde quand il oscille libre- 
ment, est constitué par une masse pesante A, suspendue à Vexlré- 
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mité d'un fil flexible. En B, on place un clou qui force le pendule , 
quand il est à gauche de la verticale , à prendre la forme OBM'. 
Sachant que le clou est à une distance OB de l'axe de suspen- 
sion égale à la demi-longueur du pendule^ on demande quelle sera 
la nouvelle durée dune oscillation du pendule. 

(Bacc, es sciences^ Marseille^ 1886.) 

Les oscillations du pendule simple étant supposées isochrones, 

on sait que la durée t d'une oscillation 
^K est donnée par la formule 






M'. 



\ 
\ 



-^ 



D'après l'hypothèse, le pendule OA 
Jb battant la seconde, on a 

M 



^'^V^ 



Le pendule considéré décrit d'abord l'arc AM de centre 0, 
1 
pendant -3- seconde, puis l'arc . AM' de centre B, pendant le 
z 

temps 

^•~2y2^ tyl^^'y g 2^ï' 

Par conséquent, la nouvelle durée d'une oscillation du pendule 
sera 

î -^ I7f = »"••«»■ 

324. Mouvement dans la machine d'Atwood, — Supposons la 
machine réduite à une poulie de rayon R, sur la gorge de la- 
quelle s'engage un fil sans poids, supportant à ses extrémités les 
poids P et P-f-p. 

Posons BC = a?, B étant la position initiale du poids 

P+p. 

Quand la poulie tourne de Ae, la longueur des brins du fil 
varie de R.A6 ; on a donc 

^x = R.AO, 



Vil 



'^M 
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d'où a/ = Rw, 

ii> étant la vitesse angulaire de la poulie. 

Ceci posé, nous aurons pour la force vive et le 



travail des forces extérieures : 

Forces vhes 




Trayaui 



{P-tp)x, 



W 



= 1- 



Le travail du poids de la poulie est nul, car on 
sait que le travail de la pesanteur sur un solide est le même que 
celui de son poids total, agissant en son centre de gravité. 
Le théorème des forces vives nous donnera donc 



w 



l[^-p]— 



~ 8p+p . 1 ' 

9 H' 

en comparant cette formule à la suivante 

on voit que le mouvement du poids P + p est uniformément 
accéléré, l'accélération étant, d'ailleurs, ■ 



"2P + P 



I 



On peut aussi constater ce fait en prenant la dérivée de {1} ; il 
vient 



[^*^]-- 



or a^' est l'accélération du poids P + p ; elle est constante et 
nous retrouvons bien, pour son expression, celle déjà écrite. 
On a évidemment y<3, ce qui justifie le but de l'appareil. 



I > , 
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325. A Vune des extrémités d'une corde s' enroulant sur un 
treuil^ on attache un corps de poids P. Le système partant du 
repos se met en mouvement sous l'action du poids P. 

1° Étudier ce mouvement. 

2® Quel volant faut-il caler sur l'arbre du treuil^ pour que sa 
vitesse angulaire soit diminuée de moitié ? 

1° Soient I le moment d'inertie du treuil par rapport à son 

axe, r son rayon, a> sa vitesse angulaire. 

A la distance x de Taxe du treuil, nous avons 

p 
force vive du poids P = — a?'^ ; 

9 



force vive du treuil 


= Io)2 — I _- ; (ro) — a/) 
r 


travail de P 


-9x. 




Par suite, l'équation des forces 
. vives s'écrira 

1 /P _,, Ia;'*\ „ 


• ■ ^ • ^ " ^ 
\ 1 


^ 




2P 

d'où x'^ — -p j- X. 

- + -;: 



9 r^ 
Le carré de la vitesse du poids P étant proportionnel à Tes- 

pace, son mouvement est uniformément accéléré. 
2° Soit J le moment d'inertie du volant calé sur le treuil ; 

réquation des forces vives s'écrira 



4(1..-.^..) =p.. 



d'oïl nous tirons 



ar'» = 



2P 



P^ 

9 



I-hJ 



x: 



et, pour que dans ce cas, la vitesse soit pour chacune des posi- 
tions, moitié de la vitesse du système dépourvu de volant, il 
faudra 



2P 
P I ' 






326. On supprime dans une machine de Morin, le moulin à 
ailettes. On recommence ensuite les expériences. Quel est alors le 
chemin décrit par le crayon sur la feuille de papier qui enveloppe 
te cylindre? 

tBace. es $cienea, Dijon, 1892.) 

Soient Q le poids moteur du cylindre et P le poids cylindre- 
conique qui porte la pointe traçante. 

Appelons I le moment d'inertie par rapport à son axe, du 
treuil N accompagné de la roue dentée avec laquelle il est inva- 
riablement lié ; soit aussi K le moment d'inertie du cylindre 
par rapport à son axe . 

A l'instant t, le poids Q 
étant situé à la distance y du 
point de départ, sa vitesse 
^ sera xf et nous aurons 

Puiss"¥ivede Q = -s- «''• 
2? ■ 

Or, (» étant la vitesse angu- 
laire du treuil et r son rayon, 
nous avons 

TO = ï'; 
par suite, il viendra 

Puissance 1 
vive du treuil ) 



: y""'. 



enfin comme la vitesse angu- 
laire du cylindre est aussi dans un rapport constant avec «o. 
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c'est-à-dire avec y\ nous pourrons écrire 

Puissance vive du cylindre = -^j-^ y'^, 

k étant une constante qui dépend de l'engrenage formé par la 
roue dentée M et la vis sans fin. 

Ceci posé, l'équation des forces vives nous donnera pour le 
mouvement du système précédent 

équation que nous pouvons écrire plus simplement 

y'^ = my, 
H étant une constante. 

Par conséquent (188), le mouvement de Q, ou bien encore 
celui du cylindre, est uniformément accéléré. 

Il en est d'ailleurs de même pour le poids P. 

Donc la courbe tracée sur la feuille de papier développée 
résulte de la composition de deux mouvements uniformément 
accélérés, sans vitesse initiale, suivant Oa? et Oy ; cette courbe 
se réduit à une droite passant par le point 0, et cette droite 
s'enroule, comme on sait, pour donner une hélice. 

327. Mouvement d'un disque circulaire homogène pesant, situé 
dans un plan vertical et roulant^ sans glisser^ sur une droite de 
ce plan. 

Les forces qui, pendant le mouvement, agissent sur le disque 
sont son poids P = mg et la réaction R du plan ; mais le 
déplacement infinitésimal du disque étant une rotation w autour 
du centre instantané H, le travail élémentaire de R est nul. 

Appliquons le théorème des forces vives, il viendra 

1 

(t) yC^* — ï^o) = —'^9 sin a(a: — x^), 

I étant le moment d'inertie du cercle par rapport au point H. 

Calculons w, pour cela égalons les deux expressions de la 
vitesse du centre 6 ; nous aurons 

au) = a?', 
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car le déplacement de G est le rnème que celui du point de 
contact H; d'autre part, on a (306), (310), 



Substituons dans (1), nous obtien- 
drons 




l*renons les dérivées des deux membres, il viendra 

4 
ix'x^ = — -^ g sina.a;', 

d ou x° = —-^gsin a. 

Le mouvement de G étant rectiligne, l'accélération est la dé- 
rivée a/' de la vitesse; par suite, le point G se déplace d'un 

2 
mouvement uniformément varié, l'accélération étant —y sin n. 

Ce mouvement sera retardé quand il s'effectuera dans le sens Oa: 
et accéléré dans le cas contraire. 

Enfin, comme le cercle roule sans glisser sur Oa;, un point fixe 
quelconque de sa circonférence a tourné autour de G d'un arc 
égal à HoH et le disque tourne autour de son centre d'un mou- 
vement uniformément varié. 

328. Étudier le mouvement (fwn point M assujetti à décrire 
une droite xaf et repoussé, proportionnellement à la distance, par 
un point de cette droite. 

Posons OM = X, et soit kx la force répulsive ; cette der- 
nière expression sera légitime si nous adoptons sur x'x une 
direction, celle de Oa;, par exemple. 

Appliquons le théorème des forces vives, en nous reportant 
plus haut à l'expression déjà trouvée du travail de la force répul-. 

)=4(«'-»i), 
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d'où 



V = 



m 



l) 



< 



Pour choisir le signe du radical, plaçons-nous à l'origine du 
mouvement, faisons x = a?o, nous trouverons 



V = ZSZVq. 

I. — La vitesse initiale est nulle, — Le point part du repos et 
il est clair, dans ce cas, qu'il se dirigera constamment suivant 
Ox ou suivant Oor', suivant le signe de Xq. 

D'ailleurs, comme nous avons 

m ^ 

la vitesse en valeur absolue croîtra constamment et indéfini- 
ment. 

IL — La vitesse initiale est dirigée suivant Ox'. — Cette fois, 
nous devrons choisir le signe — devant le radical et nous aurons 



V = — v/— a?* — ( — xî — vl). 



r. 



i**. — — xl — i;S<;0. — V ne pouvant pas s'annuler et étant 
m 

négative, x décroît constamment, le mobile se déplace donc 

dans le sens Ox!. Si a!ro>0, \v\ diminue quand x décroît 

de a?o à 0, puis augmente indéfiniment quand x tend vers — oo 

Le mobile passe donc par le centre répulsif avec une vitesse 

minima. Si x^ < 0, la vitesse croît constamment en valeur 

absolue à mesure que le mobile s'éloigne du point 0. 

m V m 



Si iCo < 0, le mobile se déplace dans le sens Ox! avec une 
vitesse indéfiniment croissante ; au contraire, si a?o > 0, x di- 
minue, et le mobile arrive au point avec une vitesse nulle et il 
y reste en repos, puisque la force répulsive est nulle. 



^ 
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3°. — — xj — «; > 0. — Posons, pour abréger l'écriture, 



On voit d'ailleurs que l'on a A' < x^. 

Donc si aîo ■< 0, comme x décroît, u ne pourra pas s'an- 
nuler et le mobile se déplacera sur Ox' avec une vitesse crois- 
sante. 

Si a-o > 0, X diminuant, v s'annulera pour x = h, puis 
le mobile se dirigera d'un mouvement accéléré suivant Ox ; sa 

vitesse sera alors donnée par la formule v = K/ — (.t* — k'), 

III. — La vitesse initiale est dirigée suivant Ox. — Dans ce cas 
V est positive et nous devrons prendre le signe 4-. Nous aurons 
donc 

•m m 



s'étudie comme dans le cas II. 



315. — Un corps pesant 10^ tombe dans le vide d'une hauteur 
de lO". Quelle est sa force vive quand il arrive au sol? 

316. — Un poids de S/'f tombe verticalement de SOO", avec une 
vitesse initiale de 20" ; il s'enfonce de O^jOS dans le sol. Calculer la 
résistance moyenne du sol. 

317. — Vérifier le théorème des forces vives dans le 
d'un corps sur un plan incliné poli. 
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318. — Un projectile de 25»'' est placé dans une arme de 1™,25 de 
long. A sa sortie, sa vitesse est de 100™. En supposant que la durée 
d'action de la poudre soit connue, quel travail a effectué la poudre, 
dont on suppose Faction constante pendant ce temps? 

[Saint'Cyr, 1889.) 

319. — Soient un cercle et un diamètre vertical AB. Trouver 
un rayon OC tel qu'un poids mette trois fois plus de temps pour 
aller de en C que de A en B. Combien y a-t-il de solutions? 

{Saint-Cyr, 1889,) 

320. — Quel temps mettrait le pendule pour aller du point le 
plus élevé au point le plus bas, en suivant la corde au lieu de Tare? 

[Saint-Cyr, 1889.) 

321. — Deux points pesants égaux, assujettis à se mouvoir sur la 
circonférence d'un cercle vertical, partent d'un même point avec 
des vitesses égales, mais à des instants différents. Démontrer que la 
droite qui les joint à une époque quelconque enveloppe une circon- 
férence. 

322. — Trois pendules sont abandonnés ensemble en partant du 
point P; le premier, long de 4™,48, décrit l'arc PA; le deuxième, long 
de 5™,67, décrit l'arc PB situé dans le même plan ; le troisième se 
meut dans un plan perpendiculaire suivant PC. On demande quelle 
doit être sa longueur pour que les trois pendules se retrouvent 
ensemble au point P. Après combien d'oscillations et à quel inter- 
valle de temps cette rencontre aura-t-elle lieu? 

{Conc. École des Mines de Saint-Etienne y 1884 ) 

323. — Un mouton destiné à battre des pilots pèse 134^fi^. Il est 
soulevé le long d'une sonnette au moyen d'une corde de 0™,032 
d'épaisseur, qui passe sur une poulie de renvoi placée à la partie 
supérieure de la sonnette et s'enroule sur un treuil horizontal de 
0™, 19 de diamètre, muni à ses deux extrémités de manivelles de 0°^,43 
de long, sur lesquelles agissent deux ouvriers. Le mouton soulevé 
à une hauteur de 4™,16, retombe par son poids sur un pieu, qu'il 
enfonce verticalement de 0™,31 dans le sol. 

Déterminer l'effort de chaque ouvrier employé à soulever le mou- 
ton et la résistance opposée par le sol à la pénétration du pieu. 

(Brevet y Douais 1878.) 

324. — Un angle droit et isocèle AOA', tourne dans son plan 




autour de son sommet 0. En A et A' sont deux poids P, P*. Étudier 
le mouvement de ce système. 
Cas particulier des petites oscillations et de P = P'. 

- On donne dans un plan vertical, un disque circulaire 
fixe et de rayon R . Sur ce disque repose en A, une 
circonférence métallique homogène I , de rayon 2R, 
On écarte très peu cette circonférence de sa posi- 
tion d'équilibre; en supposant qu'elle roule, sans 
glisser, sur le disque 0, on demande : 
t* D'écrire l'équation des forces vives ; 
2° De calculer le temps d'une oscillation, qui est 
supposée, comme nous l'avons dit, de faible amplitude. 

336. — On donne dans un plan vertical un disque circulaire. Une 
barre AB, de masse négligeable, repose en son milieu su r le disque. 

Cette barre porte à ses extrémités des poids égaux P. 

On l'écarté un peu de sa position d'équilibre, et on suppose que 
dans son mouvement, elle roule, sans glisser, sur le disque. 

1" Calculer sa force vive. 

2" Évaluer le travail des poids P. 

3° Écrire l'équation des forces vives. 

327.— Dans un plan vertical, une barre AB, rectiligne, homogène, 
pesante, se meut autour de son extrémité A. 
Trouver la longueur du pendule simple synchrone. 

328. — On donne dans un plan vertical, un parallélogramme ABCD 
articulé, homogène et pesant. 

Le milieu de AB étant supposé fixe, on écarte la figure de sa 
position d'équilibre. Calculer : 
1° Le travail de la pesanteur; 
2° La force vive du système; 
3° Écrire l'équation des forces vives. 

329. — On laisse tomber un corps librement dans le vide, en un 
point du globe où le pendule simple, qui effectue une oscillation 
simple par seconde, a une longueur de 99™. On demande de calculer 
le temps qui sépare l'instant où l'on abandonne le corps, de celui 
où il a une vitesse de 20" par seconde. 

[Bace. leltres-te., Dijon, 1895.) 
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330. — On a une aiguille aimantée AB, mobile autour d'un axe 
vertical 0^ et un pôle aimanté G placé à une petite distance du 

pôle B, de telle façon que l'action de A 

I -; -♦- soit insensible. On fait faire de petites 

^ ^ ^ C oscillations à Taiguille, en Técartant de sa 

position d'équilibre, d'abord en l'absence 
du pôle G, et ensuite en sa présence. Soient n, n' les nombres d'os- 
cillations à la minute dans les deux cas ; soit G l'intensité de l'action 
terrestre sur le pôle B, estimée horizontalement. On demande quelle 
est l'intensité de la force d'attraction des pôles A et B. On admet 
que le mouvement autour de l'axe se fait sans frottement et que les 
oscillations sont assez petites pour que les attractions de B sur G 

soient parallèles. 

(Baix. leUres-sc, Lyon, 1895.) 
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338. Les forces en action sur un Eystëme de points peuvent se diviser en 
deux catégories : 

1* Les forces donnie* ; 2° les forces de liaison, qui résultent de la façon 
dont les points matériels sont gênés. 

Le principe du travail oirtuel ou de> vilesgei «irtueltts s'énonce comme 
il suit : 

Four qu'un sytUme matériel soit en équilibre, il faut et il su/^t que ta 
êomnte des travaux virtuels des fofces DONniBs, pour lottt déplacement 
virtuel du système compatible avec les liaisons, soil nulle. ■ 

La démonstration repose sur le lemme suivant : 

Lemiu. — Pour tout déplacement, virtuel et compatible avec les liaisons, 
d'un système matériel, la tomme det travaux virtuels des forces de liaison 
est nulle. (On suppose qu'il n'y a pas de frottement). 

Ce lemme ne se démontre pas ; il résulte de téri&cations. 

Arrivons maintenant à la démonstration du principe. 

1° La condition eet nécessaire. Soit un point Mi du système; il estsoumis 
à. deux forces : une force donnée Fi et une force de liaison F;. 

Or, le point étant en équilibre, F, et F, sont égales et directement oppo- 
sées; par suite, pour tout déplacement virtuel, on a 
trav. de Fi -i- trav. de F; = ; 
on aura de même 

traT. de Fj-t-trav. de Fj = 0, 

trav. de F„ -H trav. de F; = ; 
d'où, en ajoutant ces égalités membre à membre. 

Somme trav, lorcea données + Somme trav. forces lidson ^ ; 
mais, d'aprËs le lemme, le deuxième terme du premiermembre est nul et il 

Somme trav. forces données := 0. 
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20 La condition est suffisante. Supposons qu'il n'y ait pas équilibre ; le 
système étant primitivement en repos se mettrait en mouvement en res- 
pectant les liaisons. 

Il y aurait, par suite, production de forces vives, et on aurait, d'après le 
principe des forces vives, 

Somme trav. forces données -+- Somme trav. forces liaison > 0, 
ou, en vertu du lemme. 

Somme trav, forces données > 5, 

conclusion contraire à Thypothèse. 
Le principe des vitesses virtuelles a été énoncé par J. BernouUi. 

330. La figure d'équilibre d'un système matériel^ soumis â 
l'unique action extérieure de la pesanteur^ est celle qui donne au 
centre de gravité une position la plus basse ou la plus élevée. 

Considérons le système matériel dans sa position d'équilibre ; 
soient pi, p2, ... pn les poids de ses divers éléments et Zi, 
Z29 ... Zn les cotes des centres de gravité respectifs, comptées 
relativement à un plan horizontal donné (H). 

Donnons-lui maintenant uir déplacement quelconque très 
petit, compatible avec les liaisons, et soient 



Zi-h Az,, 



'"2 



AZ9, 



. . • , 



»n 



^Zn 



les nouvelles cotes des centres de gravité des éléments. 

Si Z et Z-1-aZ désignent les cotes du centre de gravité du 
système dans ses deux positions, nous aurons, en appliquant le 
théorème des moments par rapport au plan (H), 

pl2l-fp2Z2H hPnZn = {pi+Pi-^'" 

Pi(ZiH-Az,)H \- PniZn-h ^Zn) = (jOi -+- p,-H •• 

d'où, en retranchant membre à membre, 

PiAZi -f. paAZs H h pn^z„ = (pi -h pa -f- • 

Le système étant en équilibre dans sa première position, le 
principe du travail virtuel nous donne 

PlAZi -h PsAZî H h Pn^Zn = 0. 

Par conséquent, le produit (pi-l-p2-f- • . . pO'^Z, qui est 
Texpression du travail du poids total appliqué au centre de gra- 
vité G du système, est nul, et le déplacement très petit du 



Pn)Z, 

Pn){Z-^^Z); 

Pn)^Z. 
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centre de gravité est horizontal. En d'autres termes, la tangente 
à la courbe lieu de G, est horizontale, de sorte que la cote de 
G est maxima ou minima. 

Remarque. — On démontre en outre qu'il y a stabilité ou 
instabilité, suivant que la cote du centre de gravité est mtnima 
ou maxima. 

331. Conditions d'équilibre du point matériel. 

Soit un point M, soumis à l'action des forces Fi, Ft, ... Fn, 
dont les projections sur trois axes rectangulaires lixes,Oxt/i sont 
{X„ Y„ Zi), . . . (X„, Y„, Z„). 

Imprimons au point un déplacement virtuel très petit HM' ; 
si fi, k, l sont les projections de ce déplacement [sur les axes, 
nous aurons l'égalité géométrique 

{MM') = (A) + (ft) + (0. 
D'autre part, nous avons 

e.F, = c.x,-+-c.y,-+-©.z„ 

ou bien 

G. F, = AX,-(-AY, + iZ,. 

L'application du principe des travaux virtuels nous donnera 
donc 

T&.Vi =0, 

ou ASX,+ASY,-t-/2Z, =0. 

Cette relation devant avoir lieu quel que soit le déplacement 
MM', c'est-à-dire quels que soient fi, k, l, entraine 
SX, = 0, 2Y, =0, 2Z, = 0. 

D'oti les conditions déjà connues : Pour qu'un point matériel 

soit en équilibre, il faut et il suf^t que les sommes des projections 
des forces qui le sollicitent, sur trois axes rectangulaires soient 
nulles. 

332. Conditions d'équilibre d'un corps solide dont deux points 
sont assujettis à décrire une même droite fixe. 
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Soit Os la droite fixe ; le solide peut tourner autour de Oz, 
et aussi glisser le long de cet axe. Donnons au solide un déplace- 
ment virtuel, compatible avec cette liaison, et soit Mi la nou- 
velle position que prend un point quelconque M. 

On peut amener le solide de la première à la seconde position 
en lui imprimant un glissement h = MM', suivant Oz et le 

faisant ensuite tourner de w == M^m^i. 

Ceci posé, soit F une force appliquée au point M, et appelons 
X, Y, Z ses composantes suivant la perpendiculaire Mm à Oz, la 
perpendiculaire au plan Mmz et la parallèle à Oz. 

Nous avons pour tout déplacement 

5f = Cx "4- Sy -h €z. 
Mais 

t5x = 0, car X est normale à l'arc MMi, 

Sz = A.Z, 

Cy = Y.M^Mi = Y.mM.o) = m?,,FXw. 

Pour qu'il y ait équilibre, il faut et il suffit, 
d'après le principe des travaux virtuels, que 

26p = 0, 



7n 
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ou bien 



A(Z-HZ'4-Z"-h-..)-}-a)(m'o,F-hm'o.F'-}- .-) = 0, 

Cette égalité doit avoir lieu pour tout déplacement compatible 
avec la liaison, c'est-à-dire quelles que soient h et w, et nous 
obtenons par suite 

Z + Z+Z'-f.... =0, 

m[,F -h mi,¥' -h ... = 0. 

Donc pour qu'un solide assujetti à se mouvoir autour et le long 
d'un axe soit en équilibre, il faut et il suffit que la somme des 
projections des forces données sur l'a^e, et la somme des moments 
des forces par rapport à cet axe soient séparément nulles. 
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333. Équilibre du coin isocèle. — Soit un coin dont la sec- 
tion droite est le triangle isocèle ABC et posons ÂGB = 2a. 
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L'eifort ou puissaDce P s'exerce normalement à la face AB 
. du prisme, et nous suppo- 

j^ ^ ir B serons que la résistance Q 

I ^X^ j.— D^^b'mJ est parallèle à AB. 

i <^^A. i /"^ o-^ ^P *^^' P**®^' ^' '^'"** impri- 
I ^ L— i j^ .«^jy mons au coin un déplace- 
\^ / p ment virtuel de façon qu'il 

i ''■■,;'' i vienne en A'B'C, la puis- 

sance aura pour travail P.BI 
et le travail de Q, d'ailleurs résistant, aura pour expression 
— Q.'WD = — 2Q.BÎ. 
Le principe du travail virtuel nous donnera donc 
P.bT— 2Q.bT=0, 
d'où -L = 2|f=2tg6îr 

Or, la figure ABB'A' est un parallélogramme, BB' est parallèle 
à AA' et nous avons 



de sorte que nous aurons tinalement 

^-- 

Par conséquent, plus le coin sera aigu, moins devra êti'e 
grande la puissance à exercer pour vaincre une résistance 
donnée. 

334. Équilibre de la vis de pression. — La puissance P 
s'exerce normalement au plan de la manivelle et de l'axe de 
A B rotation de la vis, et nous supposerons la di- 

rection de la résistance Q parallèle à cet axe. 
Ceci posé, faisons tourner la manivelle AB 
de £ et soit x le déplacement correspondant 
de C, nous aurons 

Travail deP=P.AB.e = Ph, 

■ / Travail de Q = — Qx ; 

et il viendra P/e— Qa.- = 0. 
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Or, si h est le pas de la vis, nous avons 



d'où 



X e 

hz 



a? = 



nous obtiendrons donc 



d'où finalement 






P ^ 

Q -' 2ir/ 
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EXERCICES 



Appliquer le principe du travail virtuel à Tétude des exercices 
suivants : 

331. — Équilibre du levier. 

332. — Équilibre de la poulie fixe et de la poulie mobile. 

333. — Équilibre du treuil différentiel. 

334. — Équilibre de la balance de Quintenz. 

335. — En quel point M de la roue d'un treuil 
différentiel faut-il suspendre un poids Q = 30^«, 
pour soulever un poids P = lOO^fi^, sachant que 
OA=:0"^,40, OM =0^50? 

{Bacc, Orariy 1895.) 

ç. 336. — Un angle droit homogène pesant, dont les 

côtés ont pour longueurs a et 6, repose tan gentiel- 
lement sur la circonférence d'un cercle vertical et 
fixe. Trouver sa position d'équilibre. — Stabilité. 

337. — Un disque elliptique homogène, pesant, repose tangentiel- 





lement sur les cOtés U«, Oy d'un an^le droit fixe et situé dans uq 
plan vertical. Trouver sa position d'équilibre. 

338. — Un point assujetti à rester sur une ellipse polie, est solli- 
cité pardeui forces constantes *, *' dirigées respectivement vers 
les foyers. Trouver les positions d'équilibre du point. 

339. — Un point assujetti ft rester sur une parabole polie, est 
sollicité par deux forces : la première, d'intensité <)•, est dirigée 
vers le foyer, la seconde de même intensité est perpendiculaire i. 
l'axe de la courbe. Position d'équilibre du point. 

340. — On donne dans un plan vertical une horizontale Ox et une 
droite fixe Oy, telle que icOy = a. 

Un angle OAB articulé en A est fixé 
en 0, et B porte un anneau dans lequel 
passe Oy. 
A ' Sachant que les deux tiges OA, AB 

sont égales, homogènes et pesantes, on 
demande de trouver la position d'Équilibre de ce système articulé. 

341. — La section droite d'un coin estun triangle ABC, rectangle 
en A, et dans lequel on a AB = 30™, BC = 50=". La face ver- 
ticale AB du coin ghsse contre un plan fixe et la face hypoténuse 
BC agit sur une pièce horizontale mobile, chargée de comprimer un 
corps. 

Calculer la pression que subit le corps, sachant que l'effort exercé 
normalement h. AC est de SO"». 

342. — Position d'équilibre d'un point pesant M, placé sur un 
plan incliné poli, et attiré par le sommet du plan, proportion- 
nellement h la distance. 
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335. Si nous appliquons le théorème des forces vives à une machine, 
nous obtenons 

6m étant le travail des forces motrices eb Cr étant celui des résistances. 
Ceci posé, nous distinguerons trois cas : 

I. Machine en état de mouvement uniforme. — Le premier membre de 
réquation (1) est nul et nous avons 

Par conséquent, pendant un intervalle de temps quelconque y le travail 
résistant est égal au travail moteur. 

IL Machine ayant un mouvement périodique. — Alors au bout d'inter- 
valles de temps égaux (périodes), chacun des organes de la machine passe 
au même endroit, avec la même vitesse. Dans ce cas, si nous considérons 
ce qui se passe pendant un nombre entier de périodes ^ nous avons encore 

III. Machine ayant un mouvement quelconque. — Considérons la ma- 
chine depuis le moment de la mise en train jusqu'à Fépoque de Varrèt ; 
comme, à ces instants, les vitesses des organes sont nulles, nous arriverons 
à la même conclusion 

Ce principe, qui est une conséquence du théorème des forces vives 
appliqué aux systèmes, se vériûe sans difficulté dans le cas des machines 
simples* 
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336. Une machine se compose de deux liges rigides, de longueur 
égale 01, IK, articulées sans frottement en l; la première peut 
tourner librement autour du point fixe 0, et l'extrémité K de 
la seconde peut glisser librement sur la verticale du point 0, 
dont elle ne peut s'écarter. La résistance est un poids P, attaché 
en I, et la puissance n, appliquée en K, est dirigée suivant la 
verticale. Trouver la condition tCéquilibre de cette machine, et 
prouver que quand elle est remplie, le travail moteur est égal au 
travail résistant. 

{Bacc. es seieneei, Dijon.) 

l'En K s'exerce la réactiOD normale p à Oz decette verticale; 
à la charnière I agissent les actions a, tj , 
égales et directement opposées. 

D'ailleurs, en vertu de l'équilibre de 
01, il faut que les forces P et o, qui 
sollicitent l'extrémité I de 01, admet- 
tent une résultante passant par ; pa- 
reillement, d devra passer par K, Nous 
aurons donc, en prenant les moments 
par rapport à 0, 

»i'P+m'(T = 0, 
ou P.Ôisina; — 5.2Ôi. cosa;. sinar = 0, 

ou bien encore 

(1) P-2tcosx = 0. 

Les trois forces n, p, ri se faisant équilibre, il viendra 'en 
projetant sur Oï, 

(2) n = 0*0031 = gcosa;; 

par conséquent, (1) et (2) nous donneront, après élimination 
de cos X , 

(3) P = 2n. 
Telle est la condition d'équilibre, 

2" Supposons la machine en équilibre et donnons-lui un 
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déplacement, en faisant, par exemple, tourner 01 autour de 
; nous aurons en valeur absolue 

Trav. de P = P X déplac* de F , 

Trav. de n = ilxdéplac' de K; 
mais OK = 20r, 

déplac* de K = 2 déplac' de Y; 
par suite, Trav. de n = n x 2 déplac' de F , 

ou bien enfin, en vertu de (3), 

P 
Trav. de n = Y X 2 déplace de F = Trav. de P. 



vf? 






337. Vérifier le principe de la transmission du travail dans la 
presse hydraulique, 

■ 

Essentiellement, la presse hydraulique se compose de deux 

vases communicants V, V; dans 
*' le cylindre le plus petit V s'exerce la 
^ puissance P, normalement à la sur- 
> face du liquide tandis que la résis- 
tance R s'exerce dans les mêmes con- 
ditions sur le liquide du cylindre V. 
D'après le principe de Pascal, nous avons pour l'équilibre 

P R 



V 




■*1 



Or, donnons un déplacement virtuel h' au point d'application 
de P ; le liquide s'élèvera de h dans V, et nous aurons 

sh = s'a', 
d'où P^' == RA, 

c'est-à-dire S^ = g^. 



EXERCICES 



343. — Vérifier Tégalité du travail moteur et du travail résistant 
dans le treuil différentiel, supposé animé d'un mouvement uni- 
forme. 
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344. — Même question pour la chèvre. 

345. — Même question pour la poulie mobile. 

346. — Condition d'équilibre de la vis, déduite du principe de 
l'égalité du travail moteur et du travail résistant. 

{Bacc. es sciences, Marseille.) 

347. — Le filet d'une vis porte 150 spires sur une hauteur de 36«". 
Quelle puissance faut-il appliquer k une distance de 2" de Taxe, pour 
faire équilibre à un poids d'une tonne appliqué sur la tête de la 
vis? 

Calculer le travail développé pour élever ce poids d'une tonne à 
ii^^ de hauteur, et vérifier sur l'exemple proposé le principe de 
l'égalité du travail de la puissance et de la résistance. 

(Conc. acad. y Bordeaux, 1869.) 

348. — Un poids P est soutenu sur un plan incliné, par une 
corde parallèle à celui-ci, et enroulée sur un treuiLqui est fixé au 
sommet de ce plan, aux horizontales duquel son axe est parallèle. 

On donne les rayons R et r de la roue et du treuil, et l'on 
demande de déterminer l'inclinaison que doit avoir le plan, pour 
que le poids P soit maintenu en équilibre par une force donnée F, 
qui agit tangentiellement à la roue. 

Donner l'expression du travail développé par cette force F pen- 
dant un tour entier du treuil, et vérifier sur cet exemple le prin- 
cipe de la transmission du travail. 

{Conc. acad.y Bordeaux, 1870.) 

349. — On a une combinaison de quatre treuils successifs, dans 
chacun desquels le rayon de la roue est égal à cinq fois celui du 
cylindre. Quelle est la force qui, tirant sur le premier treuil, peut 
faire équilibre à un poids Q de 1 %1^^« soutenu par le dernier ? 

Trouver le travail de la puissance, quand on élève le poids 0^2» 

de hauteur, et vérifier le principe de l'égalité ^u travail moteur et 

du travail résistant. 

{Conc. acad., Bordeaux, 1868.) 

350. — Vérifier le principe de l'égalité entre Je travail moteur et 
le travail résistant, dans le genou isocèle (169). 
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338. Pour définir ce qu'on entend par frottement de glissement ou 
simplement frottement^ imaginons un corps placé sur un plan horizontal 

dépoli et sollicité par une force horizontale F. Si 
le plan était poli, il opposerait une réaction nor- 
male et le corps se mettrait en mouvement. Dans 
le cas contraire, il oppose une réaction oblique 
GR qui varie avec F de façon à maintenir l'équi- 
libre, du moins dans de certaines limites. 

Par exemple, si l'on fait croître graduellement 
F dépuis zéro jusqu'à une certaine valeur 4>, le 
corps reste en repos ; si F dépasse <t», le corps se met en mouvement. 

Ainsi quand F a crû depuis zéro jusqu'à <t>, la réaction GR a varié en 
grandeur et direction, de façon à équilibrer, à chaque instant, les deux 
forces F et P. 
On a d'ailleurs, pour l'équilibre 

F = R sin ?i P = R cos cp : 

d'où F = Ptg«p. 

Il y aura équilibre pour 

F < «^. 

Quand F = 4>, l'angle Ç a une valeur iMxima qu'on appelle angle du 

frottement et tg <p a reçu le nom de coefficient de frottement. On voit ainsi 

que la force du frottement ^ est égale au produit de la pression normale 

par le coefficient de frottement. 

Coulomb, après de nombreuses expériences, a énoncé les lois suivantes. 






339. Lois du frottement au départ. 

1° Le frottement Bit indépendant de V étendue des surfaces en contact, 

2° Il dépend de leur nature. 

30 U est proportionnel a la pression normale. 
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l" Le frottement pendant le mouvemenl etl plui petit que le frottement 

i' It est indépendant de l'étendue dei turfaees en eontaet. 

3" Il dépend de leur nature . 

4° Il eU indépendant de la vitnte. 

340. TflATAtL KELITIF AU FROITMENT. 

Soit * In force de TrotleraeDl ; cette force RgissanI toujours en seos 
contraire du mouvement, donnera lieu à un traTiùl rétittant \i- Si e est 
l'espace parcouru, nous aurons 

Ç = -*xe. 

Ce produit 4<X« représente de Yénergie perdue ou plutfit qu'on ne 
retrouie pas d'une façon vitible. Ce travail se transforme en énergie ther- 
mique., électrique, etc. 

341. RÉSISTANCE AU AOULEHENT (*). — La résistance au roule- 
ment est aussi appelée frottement de roulement. Elle résulte de 
la déformation qui se produit au contact du corps roulant et de 
la surface sur laquelle il roule. Cette déformation suit le point ou 
l'arête de contact, pour disparaître partiellement, quaud le con- 
tact a cessé. Supposons, par exemple, 
un cylindre roulant sur le plan hori- 
zontal HH' dans le sens de la tlèche. Le 
contact s'étend sur une largeur AB que 
l'on ne peut plus confondre avec un 
point géométrique A. 
La résultante des réactions du plan 
passera par C et aura pour composantes N et T. Cette dernière 
est le frottement de glissement. La résistance au roulement est 
d'ailleurs caractérisée par ce fait, que la réaction normale ne 
passe pas par A, mais est appliquée au point C, tel que AC^B. 
Cette quantité S a été déterminée par les expériences de Cou- 
lomb et de Morin. S est indépendante, dans une grande mesure, 
du rayon du cylindre, mais elle varie avec la nature des surfaces 
en contact. 

Supposons le cylindre soumis à l'action d'une force horizon- 
(*) Traité de Mécanique. E. GolUgnon. Paris, Hachette, ISSl. 
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taie F, appliquée en M tel que AM =z h, et écrivons les 
équations d'équilibre des forces appliquées au rouleau ; nous 
aurons d'abord 

T = F, P = N; 

puis, en prenant les moments par rapport à A et négligeant la 
distance très petite de A à la force T, 

Pour qu'il y ait roulement et non glissement, il faut et il 
suffit 

ou bien F < P/*, 

ou encore ^<ifh. 

342. Une bœn^e rigide AB, s'appuie sur un plan fixe RR' dé- 
poli^ par son extrémité B. Elle est soumise à r action d'une 
force F, appliquée suivant sa direction. Trouver quelle inclinai- 
son il faut donner à la barre^ pour que le glissement de l'extré- 
mité B sur le plan RR' soit possible. 

Décomposons F, dont le point d'application a été transporté 

en B, en deux autres : Tune N nor- 
y^ maie au plan, Tautre T tangentielle. 

R T B><a ^ R ^ La force de frottement étant /N , 
W'-^^->-r^?>^.x pour qu'il y ait glissement, il faut 

T>/*N; 

mais, © étant l'angle du frottement, nous avons /* = tg 9; en 

T 

outre -Tz = cotg a, et il viendra 

COtga>tg<p, 
d'où a < 90° — <p. 

Quand cette inégalité ne sera pas vérifiée, le glissement ne se 
produira pas ; on dit alors que la barre est arc-boutée sur le 
plan. 

343. Un parallélépipède rectangle homogène, pesant^ est posé 
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turunplan horizontaldépoli.OnappUqueà ce solide une force F, 
au centre de l'une des faces verlicales et perpendiculairement à 
cette face. On demande dans quel cas cette force fera glitser le 
solide sur le plan, et dans quel cas elle le fera basculer. 

Figurons la section du solide par le plan vertical contenant la 
force F. 

^^^ Cette force et le poids P se compose- 

^ ^^-^^i *"'*'''* ?*""■ (donner la résultante GS. 
^■r ^^^Qp Le corps demeurera en repos si le plan 
t^^^^^f* ^1 horizontal peut opposer une réaction ^ale 
^9^^ . ^ et directement opposée à GS, c'est-à-dire 
^^m^^^^^^ si 'e point 1 est situé entre A et B, et si 
l'on a, de plus, 

F</P, , 

f étant le coefficient de frottement. 
Le point I étant entre A et 6, si nous avons 

F>/-P, 

le parallélépipède glissera sur le plan. 

Entin, si le point I est situé en dehors de AB, le solide bas- 
culera autour de l'arête qui se projette en B. 

En résumé, en posant AB = a, BC = b, et appliquant au 
besoin le théorème des moments par rapport au point B, nous 
obtiendrons 



F<Pf, 
F<P-^ 



repos. 



2* P/'<F<P-7-> glisEement. 

3* F > P -T-' chavirement. 

344. Frottement dans la poulie fixe. 




rr^ 
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Considérons une poulie à l'état de mouvement uniforme. La 

puissance P, la résistance Q et la réaction 
de Taxe se feront équilibre, dans toutes 
les positions de la machine. 

Gomme il y a un certain jeu entre la 
poulie et son axe de rotation, Touverture 
circulaire de celle-ci ne touchera le boulon 
que suivant une génératrice A. En ce 
point, le boulon opposera une réaction que nous représenterons 
par ses deux composantes : Tune normale N, Tautre tangen- 
tielle, qui est précisément la force de frottement F=/*N=N tg ©. 
Ainsi, nous avons quatre forces, P, Q, N, F qui se font 
équilibre. 

La résultante R des forces P et Q, est donc égale et directCr 
ment opposée à la résultante de F et de N. 
Nous avons, par suite. 



F = R sin cp = R 



s/TFr 



Prenons les moments par rapport à Taxe du boulon; il viendra, 
en représentant par r, / les rayons de la poulie et du boulon, 

(P — Q)r~R — £=/ = 0; 

mais si a désigne Tangle (PTQ)» nous avons 

R2 zzr P» -t- Q2 -H 2PQ cos a, 

et il viendra 

f 
(1) (P~Q)r--v^P2-hQ»H-2PQcosa--^=^^r' = 0. 

Cette relation définit, a étant donné, le rapport qui doit 
exister entre P et Q, pour que la poulie soit en équilibre. 

Nous obtenons, en effet, en rendant Téquation rationnelle et 
ordonnant, 






'>t 



m 



U.Sf 



» 

». 



N^a 



■ y-) 



— 2ry*(l — cosa)<0; 
par conséquent, 1 sépare les racines de cette équation et d'après 
{() qui nécessite P — Q>0, la racine supérieure à I con- 
viendra seule. 

345. Équilibre du coin en tenant compte du frottement. 

Supposons que la section droite du coin soit un triangle 
isocèle et que le frottement ait même 
coefficient,- /"=tg9, sur les deux 
faces CD et' CD'. 

Les réactions IS, l'S' de ces faces se- 
ront alors symétriquement placées par 
rapport au plan médian UV. 

Les trois forces S, S', P s'équili- 
brant, la somme de leurs projections 
sur la direction UV sera nulle, et nous aurons 






P = 2Soob(90« — ï- 


4) = 


2s™(,+l 


d'où 


4 = - 


,n(,. 


4)- 






Ouant à la force de frottement F, elle est donnée 


par 




F = 


S sin ç. 
Pain» 









2 sin ( <p + -^ ) 



La force F, qui sollicite la face CD à s'écarter, étant la com- 
posante de S qui est normale au plan de cette face, nous aurons 
linalemen t 

F = _. 

2 sin © -i- -3- ) 
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Dans le cas particulier où il n'y a pas de frottement, on obtient 

P 



F' 



2sin — 



346. Une bille peut se déplacer à l' intérieur d'un tube circu- 
laire et situé dans un plan vertical. Trouver les régions où Von 
doit la placer y pour qu'elle se tienne en équilibre. 

Soit la bille M de poids P. Pour que l'action de ce poids soit 

détruite par la réaction, il faut et il suffit que 
Tangle i que sa direction fait avec la nor- 
male MN, soit inférieur ou au plus égal, à 
l'angle p du frottement. 

Par suite, si nous traçons les diamètres AA', 
BB', inclinés de cp sur la verticale Os, nous 
. voyons que la bille sera en équilibre quand 
elle sera située surTun des arcs AB, A'B'. 




■■vO 



347. Un corps pesant 4^^ se meut, d'un mouvement uniformé- 
ment accéléré^ sur un plan horizontal, sous l'action d'une force 
de 3^^,3. La direction de cette force fait 45° avec le plan. ^ 

On demande de calculer V accélération du mouvement, sachant 

i 

que le coefficient de frottement est —• 

o 

(Conc. acad., Montpellier, 1879,) 

Soit Y Taccélération du mouvement en question, nous avons 
(1) F = mY, 

F étant la force motrice. 



Or, 



m = 



9 



d'autre part, la force motrice a pour expression 

F = 3,3.cos45o — -i X 3,3. sin 43° — -i X 4, 

(comme on s'en rend compte en remplaçant la force de 3^«^,3 par 
ses composantes tangentielle et normale), 



'm 



370 
ou bien 
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Il viendra donc, pour le travail demandé, 

2ir X 0,1 X 10 X 10000 X 0,07 



6=Fxe= 



ou bien 



60 
6 == 73kgmt,3. 



n 

■ V 



350. Pour se procurer la pierre nécessaire à la construction 
d'un pont en maçonnerie, on a ouvert une carrière située au 
sommet d'une montagne^ élevée de IIS™ au-dessus de la vallée. La 
ligne de plus grande pente de la montagne fait avec l'horizon un 
angle de 79°, On descend les pierres extraites de la carrière à 
Vaide d'un plan incliné, qui ne suit pas la ligne de plus grande 
pente, mais qui fait avec/elle un angle de 32°. Ce plan incliné est 
à double voie et le wagonnet qui^ à chaque voyage, descend 
5 tonnes 200 de pierre^ fait^ en même temps^ remonter un wa^ 
gonnet vide dont le poids est d'une tonne. Le câble sans fin qui 
unit les chariots, s'enroule au bas du plan sur un cylindre^ au 
mouvement duquel s'oppose une force suffisante pour rendre 
uniforme le mouvement sur le plan incliné. On demande quelle 
devra être l'intensité de cette force, en supposant négligeables les 
résistances dues à la raideur du câble et au frottement qu'il 
exerce sur les poulies, et en prenant pour coefficient de frotte- 
ment des roues des wagonnets 0,04. 

{Journal de Vuibert, 1883-84.) 

Soit OB la double voie, qui fait 32° avec la ligne de pente OA, 

et calculons son inclinaison <p. 
Nous avons 

OC = OA sin 79« = OB sin <p ; 

d'autre part, le triangle OAB, rectangle 
en A, nous donne OA = OBcos 32°. 

B II vient donc 
OA 













• ' Pi 

• * *■ 

■'H 

■l 

.m 






■ '•** 






m 



.v« 



sin cp = 



OB 



sin 79° = sin 79° . cos 32° . 



"m 



^^ 






•" f.r. 

-m 



Soit maintenant x la force inconnue dirigée suivant le câble. 



La force de traction due au wagonnet plein, est 
ffit.200-t-<'lsino. 
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Or, en négligeant la force vive due à l'inertie des roues, nous 
avons 

1 P . 1 ,^. ^^ .^ .,. « 127 



T = 4- — «2 = J- (50 4- 36 4- 12x 14)t;2 = — x 18,05 . 
^ 9 ^9 9 

en négligeant la résistance au roulement des trois véhicules 
munis de freins. 

Pour calculer G/^, remarquons que chaque paire de roués 
supporte un poids égal au tiers du poids total du véhicule ; dès 
lors, le frottement occasionné par Tenrayement de deux paires 
de roues du tender et de deux w^agons sera 



1 r2 ^^ ûi 2 .^ 64 



64 
et nous aurons Sr = 'q' ^* 

Substituons dans (1), nous obtiendrons 

127xïpB' _ / 190 
g ~ UoOO 

d'où l'on tire x = 578", 



64\ 
■9)^' 



■Ht^J 



i^: 






352. On pose une barre AB, droite et homogène ^ (fun poids ;^ 

donné P, de manière qu'elle appuie son extrémité supérieure B, 
contre un mur vertical Ct/ et son extrémité inférieure A sur le 
sol Cx; elle est d^ailleurs dans un plan vertical perpendiculaire 
au mur. On demande : 1° la plus grande valeur que l'on peut 
donner à V angle a qu'elle fait avec le mur, pour qu'elle reste en 
équilibre^ connaissant ses coefficients de frottement /*, f avec le 
sol et avec le mur; 2** quelles sont les valeurs des réactions nor- 
males du sol et du mur^ au moment où V angle a atteint sa valeur 
maximum; 3** dans l'hypothèse f^f'i quel rapport il y a 
entre Vangle limite a et l'angle commun de frottement. 

(Conc. acad,, Lille, i877-) 



f , 
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Nous avons alors 



tga = 



2tg? 



d'où a = 2<p. 

Dans ce cas, la condition de possibilité s'écrit cp < 45**. 



353. Un disque elliptique^ dont Vaxe est horizontal^ appuie 
sa surface convexe sur deux plans^ l'un horizontal et dépoli, 
Vautre vertical et poli. Le corps est sur le point de glisser^ quand 
le grand axe de V ellipse de base fait 45** avec C horizon. Quel est 
le coefficient de frottement sur le plan horizontal ? 

Soit Tellipse dont le grand axe AA' = ia est iBcfiné de 

45® sur Ox, 

Ce disque est soumis à son poids P, 
à la réaction normale R' du plan ver- 
tical et aux deux forces R et F dont la 
résultante représente la réaction en M 
du plan horizontal dépoli. 
Si le corps est sur le point de glisser, 
^ on a F = /*R, 

f étant le coefficient de frottement de Ox. 

Pour exprimer Féquilibre de ces quatre forces, nous les projet- 
terons sur Oa?, sur Oy et nous annulerons la somme de leurs 
moments, pris par rapport au point ; il viendra ainsi 

R' — F = 0, R — P = 0, 

(1) P.ÔCcosCOÎ — R.ÔM-^R'.ÔM^=0. 

Or, le triangle MOM' est évidemment isocèle et OC est bissec- 
trice de xOy ; d'autre part, nous avons 

0C=:v^5M=^, CH.C0 = 6S 

d'où 




OH = OC — CH = s/a^-i-ô^ — 



a' 



et 



0M = 



g Vf 

cos 45® ~" y/a2 4- b^ 



^« -f- b' 



~ 5 



OH 
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356. Un tube AB de 4™ de long, fait avec la verticale ascen- 
dante \i un angle de 45° et tourne autour de cet axe fixe en 
effectuant 30 tours à la minute. 

Une bille pesante M, peut glisser dans ce tube avec frotte- 
ment. Sackant que le coe^cient de frottement est — , on 
demande quelles positions doit occuper la bille, pour qu'elle soit 
en équilibre relatif. 



Soient P le poids t 




la bille, * la force centrifuge, i l'an- 
gle du froltement et u la vitesse 
angulaire de ÂB. 

Pour que le point M soit en équi- 
libre relatif, il faut que la résul- 
tante R des deux forces P et * fasse 
avec la normale MN un angle infé- 
rieur ou au plus égal à i. 



Soit p l'angle de R avec MN, nous avons 
(B) = Ct) + (P), 
c'est-à-dire, en projetant sur MN, 

R cos p = * cos 45° -)- P cos 45' 



v'î 



(P+*); 



V = mg, 

<P = mui'.MM' = min^x sin 4 



R = i/P'-H*^ = myg^ ■ 
il viendra donc, en substituant. 



■^^T 



/ — :■" 

V9 +-J »' 
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Or, en exprimant que p < i, il viendra 



2yy+^2 



> COS l . 



X étant positif, nous pouvons élever au carré et nous obtenons 

ou bien, après avoir ordonné, 

(1) a)*(l — 2cos2i)(r2 + 2^(oV^.ar + 2^2(4_2cos8i) > 0. 
Introduisons maintenant les données de Ténoncé; nous avons 

112 

tg 2 = — j d'où sin i = -t= , cos i = 



2' ^^^ ~ v/5 ' sfW' 

27UX30 

^^ = -^80-="' 

et Tinégalité (1) s'écrira 

3Tr*a?2 — 10^7:2 ^ar -+- 6^2 ^ 0, 

av/l ^ ^ 3..7V/2" 
d'où nous tirons -01- < ^* < — ^-^ — 

Comme on a visiblement 



3'7r* TT' 



et que la barre a pour longueur 4", les limites de x répondant 
à l'équilibre relatif de la bille, seront 



37rS 



<a?<4. 



357. Un canal de section très petite a la forme d'une demi- 
circonférence limitée à un diamètre horizontal AB et située dans 
un plan vertical. Une bille M de poids P peut se mouvoir avec 
frottement dans ce canal et est attachée à un fil qui^ passant sur 
une poulie très petite placée en A, supporte à Vautre extrémité 
un poids P. 
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Positions limiiesde Véquilibre de ta bille. 
Application : L'angle du frottement vaut 60° ou 30°. 
Soit AOM = 2x, et /" = Ig ? le coefficient de frottement 
de la bille à l'intérieur du canal. 

La bille est soumise à son poids P, à la force P dirigée sui- 
vant MA, enlîn à la réaction du canal. 

Pour l'équilibre, celte réaction est évidemmentsituée dansle 
plan de la ligure, de sorte qu'elle se décomposera en réaction 
normale H et réaction tangentielle 
^ ^ B **" **""'^^ ^^ frottement F = fil. 

Pour écrire les conditions d'équi- 
libre, il faut considérer deux cas 
suivant la direction de la force de 
frottement,c'està-dire suivant que la 
bille est sur le point de démarrer 
dans le sens MA ou en sens contraire, 
i" Démarrage vers A . 
Projetons sur l'horizontale, puissur la verticale, nous obtien- 
drons 

R cos 2ar + F sin 2a; — P sin a; = 0, 
RsinSa: — Fcos^E-i-Pcosa:— P = 0. 
Remplaçons F par R tg 9, il viendra 

R(cos 2jr -t- Ig o sin 2a;) — P sin a; = 
R(sin2a;— tg ? COS 2je) — P(l — cosa;) = 0, 
d'où, en éliminant R, 




tS(2x - 
cette équation nous donne 



0=tei 



mais 2x doit être inférieur à it; il faut donc prendre A = 0, 
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de sorte qu'il reste 

. = ?!, 
3 

solution qui convient, puisque Tangle du frottement est infé- 
rieur à 90°. 

2** Démarrage vers B. 

Pour avoir Téquation d'équilibre dans ce cas, il suffit, dans 
les calculs précédents, de changer le signe de F, ou bien encore, 
de remplacer cp par — cp. -S 

Nous obtenons ainsi 

2A:7r 2<p . 

0. = — -y, ^ 



mais 

par suite, on doit choisir k = i; il vient d'abord 





2 


puis, en remplaçant dans 




2a:<iT, 


on a 






4 

- (ir q)< tu. 


d'où nous tirons 




• 


1Z 

?>4' 



Application, — !•*. — o = 60°. Dans ce cas, il peut y avoir 

démarrage vers A et vers B. Nous trouvons comme angles 

limites 

4o 
2x' = ^ = 80% 

2a;' = i (180» — <p) = 160». 



là 

■7' 

•■J 



■M 



.•■</ 






m 












Par conséquent, si nous traçons les rayons OM et ON tels que ^| 

ÂoSr=80% '60ÎÎ = 20% 






nous obtiendrons l'arc MN en chaque point duquel le point 

•--,-.0 -» A..... 0. B ««■»<i°^*I^''illl'">- _ 

' \ l I \/ 1 ^ démairage vers B 

^=*=L=^^ "^«'ssa^ps'*^ "^ P^"' P^s se pro- 

" duii-e dans ce cas ; 

nous ne trouvons qu'un angle limite 

Or, traçons le rayon OM faisant avec OA l'angle de 40°; le 
point restera en équilibre quand on le placera sur l'arc MB, 

358. Frollemenldam «n système de poulies. 

Considérons une poulie p supportant le poids P. Si R est son 
_ rayon et p celui de ses tourillons, le tra- 

vail absorbé par le frottement, pour un 
tour de la poulie, sera 

Supposons maintenant que les tou- 
rillons t de cette poulie reposent sur 
quatre galets égaux, tels que g, cons- 
truits d'ailleurs avec la même substance; soient Q le poids de 
chaque galet, R' son rayon et p' celui de ses tourillons. 
Quand la poulie p fera un tour, un point de la circonférence 

du tourillon (' décrira 2irp — . 

Par suite, le poids des quatre galets de la poulie et de sa 
charge étant P-h4Q, nous aurons, avec cette disposition, 
pour le travail absorbé et correspondant à un tour de la poulie p, 






E' = AP+*Q)î»p-^. 


et il viendra 
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Or, en général, le rapport — est petit, i -h 4 -^ est donc 

p' 
voisin de 1 et le rapport-^ n'est qu'une fraction de Tunité; 



V 



<1, 



on a 

d'où 6' < 6 . 

La présence des galets diminue donc le frottement. On ren- 
contre cette disposition dans la machine d'Atwood. 




r 

359. Equilibre d'un point pesant placé sur un plan incliné 
DÉPOLI. — I. Le point n'est soumis qu'à son poids. D'après la 

théorie du frottement, si cp est l'angle 
du frottement, pour que le poids P soit 
tenu en équilibre par la résistance du 
plan, il faut 

a< «p; 

de sorte* que nous obtenons, en résumant, 

a < ?5 équilibre, 

a > cp, démarrage du point vers le bas. 

II. Le point est soumis à son poids et à une autre force donnée. 
Soit le point M de poids P et soumis à l'action d'une force R 

située dans le plan de la figure. 

Nous nous proposons de déterminer 

la région dans laquelle doit se trouver 

l'extrémité R de cette force, pour que 

le point M soit en équilibre. 

Pour cela, choisissons deux axes de 

vi((Lb) \^ coordonnées rectangulaires Ma?, My. 

Les projections de la force MR sur les 
axes sont précisément les coordonnées a?, y du point R, et nous 
représenterons par a, b les projections du poids MP. 

Soient enfin X, Y les projections de la résultante de ces deux 
forces sur les axes considérés. 







'H 
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''M 



384 DYNAMIQUE 

Le théorème des projections nous donne 

a-hx-\, 64-y =Y. 

Pour que cette résultante soit détruite par la résistance du 

plan, il faut d'abord qu'elle soit dirigée, par rapport à la ligne 

de pente M^, du même côté que Mx, car le point est posé sur le 

plan ; ceci doi ne 

(1) a + x>0; 

il faut en outre qu'elle fasse avec la normale Ux un angle i, 
inférieur ou égal à l'angle du 
frottement f, en vertu de {!], 
^^-^d' cette dernière condition s'expri- 
mera par l'inégalité 

tg' i < tg' ?, 
mais 

et il viendra 



lAl _,,-'■ 




ou bien encore 



«)■ tg' î < 0, 



1 

S 
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lèle à Mt/ menée par F, D' et D'' passent aussi par F et font 
avec Mx les angles cp et 180"* — cp. 

Ceci posé, si Ton substitue les coordonnées (0, 0) de M dans 
les premiers membres de nos deux inégalités, on obtient 

«>0, 
62 — aUg'cp <0. 

Il résulte de là que l'extrémité R de la force doit se trouver, 
par rapport à D, du même côté que M et aussi dans Tangle des 
droites D' et D" qui contient le point M. 

En résumé, R doit appartenir à la région du plan couverte de 
hachures (figure A). 

2o a = (p. — Alors 6+atgcp = 0. 
En raisonnant comme précédemment, on obtient la région 
indiquée par la figure (B). 

3° a>(p. — Dans ce cas 6 + atg<p<;0. 
Le même raisonnement conduit aux conclusions indiquées 
par la figure (C). 

360. Une machine à vapeur met en jeu un système de pompes ^ 

qui élèvent l'eau d'un fleuve à 155™ de hauteur^ pour Ualimenta- 

i 

lion d'une ville. On demande de calculer à rr^rr près, le rendement 

de ce système de pompes^ en supposant : i° que la force de la 
machine, mesurée sur l'arbre de couche^ soit rfel500 chevaux- 
vapeur; 2° que les réservoirs de la ville reçoivent 30000 mètres 
cubes en 24 heures. 

Nous avons, en désignant par Su le travail utile et S»» le 
travail moteur pendant i seconde, 

_ 30000000X155 i«nft^7« 

^•'- 24x60x60 ' tm = 1300X75, 

Par suite, nous aurons pour le rendement 

^ ^ £u 30000000X158 _ „ . -j, 

^^ î;„ 24x60x60x1500x75" ' 






Si P' est le symétrique de P par rapport à M, D est la parai- '^ 



A 



V^ 
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351. — Un corps déposé sur un plan horizontal, est heurté par un 
autre qui lui communique une vitesse de S" par seconde. Quel 
chemin parcourra-t-il avant de s'arrêter, sachant qu'il pèse 3^ et 
que le frottement du plan contre lui est de 1"»? 

(Baee. èi teieneei, Lille, 1885.) 

352. — Un wagon du poids de 3000'b est poussé par une force 
de \W*. Quelle sera sa vitesse acquise lorsqu'il aura parcouru 100™, 
sachant que sa résistance au roulement est de 60*«? 

{Bace.. Alger. 1895.) 

353. — Sons l'action d'une certaine force, un corps pesant lOO^e 
s'élève d'un mouvement uniforme suivant la ligne de pente d'un 
plan incliné de 45°. On demande de calculer la grandeur de la force 
qui agit sur ce corps en la supposant : i' parallèle à la longueur du 
plan ; 2° parallèle à la base. Coefficient de frottement r^ 0,30. 

354. r- Un traîneau pèse 500*k et fait 6"" à l'heure ; le coefficient 
defrottement estO,5. Trouverle travail consommé par le frottement 
en 1 seconde. 

355. — Un corps lancé sur un parquet uni et horizontal, parcourt 
en glissant t",80, et il s'arrête à cause du frottement. Calculer la 
vitesse initiale en supposant le coefficient de frottement égal ft 0,2a. 

{Concours gén., 1875..) 

356. — On abandonne au m6me instant et d'un même point 0, 
des mobiles pesants qui suivent des obliques OA, OA', . . , dépolies. 
On suppose que le coefficient de frottement est le mSme pour cha- 
cune d'elles, et l'on demande le lieu des positions de ces mobiles au 
temps (. 

357. — Une voiture à deux roues fait S""" h l'iieure ; elle pèse, 
quand elle est chargée,. 2000"^ ; les roues et les essieux ont respec- 
tivement pour rayons 0",70, 0°,04. Connaissant le coefficient de 
frottement 0,08, calculer le travail dépensé par le frottement de 
l'essieu en I minute, • 
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358. — Un cylindre de rayon R et de hauteur h est posé par sa 
base sur un plan incliné AB. On demande : 1° pour quelle incli- 
naison i il commence k glisser, en tenant compte du frottement ; 
2° pour quelle inclinaison i il n'est plus en équilibre, en supposant 
que ce frottement est suffisamment grand pour qu'il ne glisse pas. 

3^ Le plan incliné AB se confond avec le plan horizontal AH en 

i 

tournant autour de A, le coefficient de frottement étant -—- ; on 

40 

demande si le cylindre glissera ou tombera avant de glisser, en sup- 
posant d'abord h = 30R et ensuite h = R. 

(Bacc, Alger, 1892.) 

359. — Un point pesant glisse avec frottement sur une droite 
inclinée; cp étant l'angle de frottement, on demande quelle doit être 
l'inclinaison de la droite, pour que le chemin parcouru pendant un 
temps donné soit maximum . 

360. — Un mobile descend un plan incliné en parcourant une 
distance de 35™. La projection de ce chemin sur le plan horizontal 
est égale à 48™. Le coefficient de frottement est 0,2. Quel temps le 
mobile mettra-t-il à parcourir la distance de 35™ ? 

(Bacc, es sciences j Nancy,) 



j 
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361. — On place une sphère dont le poids est P dans l'intérieur 
d'un angle dièdre, dont l'arête est horizontale et qui est formé par 
deux lames rectangulaires également inclinées, homogènes, égales y 

entre elles, libres de tourner autour de l'arête commune. Les bords : 

supérieurs des deux lames sont réunis par un fil dont on augmente 
graduellement la tension . On demande la valeur de cette tension 
quand la sphère commence à prendre un mouvement ascendant ; 
f est le coefficient de frottement sur chacune des lames ; ces lames 
ont b pour largeur et font un angle a avec l'horizon; chacune 
pèse Q^«. 

362.*— Une tige homogène AB, ayant 1™ de long et pesant ^^« 
repose sur un sol horizontal OA et s'appuie contre un mur vertical 
OB ; elle est située dans un plan perpendiculaire à l'intersection du 
sol et du mur. . ^ 

A l'aide d'un corps pesant AG, posé sur le sol en A, on veut 
maintenir la tige en équilibre dans une position telle que OA soit 
égalà0™,80. 

Quel doit être au minimum le poids de ce corps ? 

Le mur est parfaitement poli ; quant au sol, il exerce un frotte- 



ment sur la lige et sur le rorps AC ; les coefficients de frottement 
sont 0,4 relativement à la tige et 0,7 pour le corps. 

IConc. aead. eut. ipérial, Nancy, 1879.) 

363. — Deui barres homogènes, pesantes et identiques liA. BA' 
sont articulées en B ; on les suspend par une tige horizontale xxf, 
qui passe dans deux anneaux placés en A et A'. 

Étudier l'équilibre de ce système articulé en supposant qu'il n'y 
ait pas de frottement en B, mais que les deux anneaux frottent 



364. — Déterminer la position la plus élevée qu'on puisse donner à 
une tige horizontale dans une sphère dépolie sans qu'elle glisse. 

{Db Sauit-Gerhain) 

365. — Étudier l'équilibre d'un cube homogène, pesant, placé sur 
un plan incliné dépoli, les côtés du carré d'appui étant parallèles 
aux horizontales et aux lignes de pente du plan, 

366. — Ine tige pesante et homogène AB, dont la longueur 21 
et le poids es sont connus, peut pivoter dans un plan vertical 

autour de la charnière A. On veut la sou- 
tenir dans une position faisant l'angle a, 
avec l'horizontale, au moyen d'une bé- 
quille rigide CD s'appuyanten C sur le 
sol. La longueur de cette béquille est l, 
son poids est supposé négligeable. Elle 
peut glisser sur le sol aussi bien que sur 
la tige AB, et les coefficients de frottement sont fi et fi. 

On demande quelles seront les positions d'équilibre du système et 
les positions limites qu'on pourra donner à la béquille, sans que le 
glissementse produise ; déterminer la position pour laquelle refl'ort 
de compression supporté par la béquille est minimum. 

[École des Potits et Chausséit, Court ipéciaux, i896.) 
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361. Dans un plan vertical^ on donne une droite fixe OA qui 
fait avec [^horizon un angle dont la tangente est égale à 0,5. 

Une barre rectiligne OB , pesante et homogène^ est mobile 
autour de son extrémité 0, qui est fixe sur OA; à Vextrémité B 
s articule Vextrémité B d^ une autre barre BG rectiligne^ pesante ^ 
homogène^ égale et identique à OB. La barre BC peut ainsi 
tourner autour du point B; en outre ^ Vextrémité C de cette barre 
est assujettie à glisser sur la droite fixe OA. 

1° On demande de trouver la position d'équilibre de ce sys- 
tème^ en supposant qu'il n'y ait aucun frottement; on demande 
en outre de calculer, pour cette position d'équilibre^ les pressions 
qui se produisent en O^B et G. 

2° Si l'on fait tourner OB autour du point 0, avec une vitesse 
angulaire a>, on demande de calculer la somme algébrique des 
projections sur la verticale^ des vitesses des points milieux de OB 
et de BG ; on exprimera cette somme en fonction de w et de Pan- 
gle BOG ; on remarquera la valeur que prend cette somme quand 
le système passe par sa position d'équilibre, 

3" On demande de trouver les positions d'équilibre du système 
quand le point G frotte sur OA et que le coefficient de frottement 
est égal à 0,5. On admettra d'ailleurs qu'il n'y a aucun frotte- 
ment sur les articulations B ef 0. 









.1 



DYNAMIQUE 

Les forces qui sollicilent le système sont : les poids P appli' 
qués aux milieux G, G' desbarres, 
la réaction N de OA normale à OA 
puisqu'on suppose qu'il n'y a pas 
de frottement, la réaction S du 
point lise 0, enfin les actionsmn- 
tuelles U, L" égales et directement 
opposées qui se manifestent à la 
charnière B. 
Nous poserons 
AÔ5"= X, OB = BG = 2/. 

Les projections des forces sur l'horizontale Ox et la verticale 
descendante Oy sont fournies par le tableau suivant : 

Nous avons d'autre part, pour 
les coordonnées des points G, 
G', B, 






Ox 


Oj 


N 


Nsini 


-Ncos. 


U 


X 


Y 


U' 


-X 


— Y 


s 


X, 


Y, 


p 





P 



(G) 



: (C 



y = ' Sin (l + a) ; 

lC0S{x+a)-\-il COS 3^ ces 9, 

y = / sin (a; + a) + 2/ cos x sin a; 
X = il cos (n-o), 
y = 2i sin (x -+-«). 
Les forces en action sur cette barre 



(G') 



(B) 



Éi/uilibie de OB. 
étant U, S, P, nous obtiendrons en projetant sur Oa;, sur Oy et 
en prenant les moments par rapport à 0, 

(1) X + X, = D, 

(2) Y + Y, + P = 0, 

(3) Pcos(n-i) + 2Ycos(i. + j;)-2Xsm(« + i) = 0. 
Équilibre de BC. — Nous obtiendrons pareillement, pour 

l'équilibre de BG, 

(4) Nsin»-X = 0, 
(5) 
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(6) 



— 2 cos (a? H- a)Y + 2 sin (a? + a)X 

-t- P [cos (a? + à) -h 2 cos a? COS a] — 4N cos x 

Ces 6 équations vont nous donner ar, N, X, Y, Xi, Yi. 
Ajoutons (1) et (6) membre à membre, il viendra 

(7) P[cos (ar -f- a) -h cos x cos aj — 2N COS a? = 0. 
Éliminons X, Y entre (3), (4) et (5), nous obtiendrons 

P cos (aH-a?)H- 2 cos (a-ha?)(P— N COS a)— 2N sin a sin (a-i-a?) 

ou bien 

(8) 3Pcos(aH-ar)~2Ncosa? = 0. 

Enfin, éliminons N entre (7) et (8), nous aurons 

cos a cosa? — 2 sin a sin a? = 0, 

d'où nous tirons 

1 



= 0. 



= 0, 



tga? = 



et 



2tga 
X = 45*». 



= 1 



Dans sa position d'équilibre, le triangle OBG sera donc rectangle 
en B. En remplaçant x par sa valeur dans les équations qui 
précèdent, on obtiendra sans difficulté pour les réactions 



10 



^~io' ^~T' 



Y 3P 



Y. = --P. 



2° D'après un théorème connu, nous avons à calculer les 

X vitesses des projections g^ g'. 

Or, en choisissant convenable- 
ment l'origine des temps, nous 
pouvons poser x = wf , de sorte 
qu'il vient 

B 0^ = sin(a-t-a)^)5 

Og' = sin (a -\-oit) -t- 2 sin a cos wf , 




y 



les longueurs des barres étant représentées par 2 pour simpli- 
fier. Ceci posé, la vitesse étant la dérivée de l'espace par rapport 
au temps, nous avons 

Vj, = o) cos (a H- 0)^), 

Vy» = w COS (a + iùt) — 2a) sin a sin (Ht ; 



Vj H- V,' = 2u.[cos {a ■+■ u.() — sin a sin tù(] ; 
mais sin," = -7=. cos a = -== : en substituant, nous obt«- 

nons 

4u) 
V,H- Vj' = -= (cos a; — sin x). 
VO 
Dans le cas particulier de l'équilibre, cette somme est nulle, 
comme nous aurions pu le déduire d'ailleurs, du Principe des 
travaux virtuels, 

3° Dans le cas où il y a frottement en C, il faut ajouter aus 
forces considérées dans (1"} une force F appliquée en C et 
ayant pour droite d'action OA. 

En écrivant que le système est en équilibre dans ces nouvelles 
conditions, on obtient d'abord les trois équations {!), (2), (3); 
puis, F (étant supposée dirigée dans le sens GA), 

(9) Nsina — X + Fcosa = 0, 

(10) -Ncosc(-Y + P-^Fsina = 0, 
(il) ~2cos(a:-j-«)Y + 2sin(a:-l-c)X 

-t- P[ cos (a; + a) 4- 2 cos a; cos a] — 4N cos a: =: 0. 
Nous obtenons, en éliminant X, Y entre (3), (9), (10) et (11), 
3P cos (a + x) — 2N cos ar — 2F sin x = 0, 
et 

P|_cos (a; + a) H- cos a; cos a] — 2N cos a; = 0. 
Ces deux équations nous donnent ^ 

p _ 2 cos (a -H x) — COS a cos a; 

2 sin a; ' 

, , _ cos (a 4- J:) + cos a COS X 

2 cos X 
F devant être positive, nous avons d'abord 

2 cos (a + ar) — cos a cos ar > 0, 
d'où 

(12) a:<45°. 
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F 
Pour qu'il y ait équilibre, il faut que -^ soit inférieur ou au 

1 
plus égal au coefficient de frottement — ; nous aurons donc 

2 cos (a 4- a?) — cos a cos a? 1 



tg a?[COS (a + x) -f- COS a COS x)] 2 

ou bien 

4(1 -tgg^) 
tga?(4-tga?)^ ' 
ou encore 

4 — 8tga?H-tg^a? 
tgx(4-tgaî) ^ ' 

maiSj d'après (12), on a 4 — tg a- > et il reste 

4 — 8tga?-f-tg2a?<0, 

ce qui donne, eu égard à (12), 

l>tgj?>2(2-v/3"). 

Si nous supposons maintenant que ' F soit dirigée suivant 
CO, on devra avoir 

F<0, 

d*oii X > 45o. 



Il vient ensuite 



4(tgar-l) ^^ 



tg x{A — tg a?) 



ou 



te 2 a? — 4 

<0, 



tgar(4 — tgx) 

d'où tga?<2, c'est-à-dire a:<90°-a. 

En résumé, il y aura équilibre quand x sera compris entre 
90' — a et le plus petit arc positif ayant pour tangçnte 

2(2-/3"). 
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362. — Un parallélépipède rectangle repose par une de set 
faces sur un plan horizontal H, sur lequel il glisse avec frotte- 
ment. Une corde flexible, inextensible, de masse négligeable, est 
attachée au centre de l'une des faces verticales FF" ; elle de- 
meure tendue horizontalement et normalement à la face FF. La 
corde s'enroule sur une roue dont le centre A est dans le plan H ; 
dont le plan coupe normalement en leur milieu les aréles hori- 
zontales de la face FF, et dont enfin le diamètre est égal à la 
hauteur FF du parallélépipède. 

Un levier AB est solidaire de ta roue et figure un de ses rayons 
prolongé; ce levier porte à son extrémité B un poids. 

On désignera par P le poids du parallélépipède; par P lepoxds 
placé en B ; par l la longueur du levier AB ; par f le coefficient 
de frottement ; par l le moment d'inertie, par rapport à l'axe de 
la roue, du système formé par la roue et le levier AB, abstraction 
faite du poids V. 

i" On demande de délimiter les valeurs de l'inclinaison du 
levier AB sur le plan H, pour lesquelles le système demeure en 
équilibre. 

2* On abandonne sans vitesse le levier AB sous une inclinaison 
pour laquelle l'équilibre n'a plus lieu; le mouvement se produit. 
Trouver l'expression de la force vive du système formé par le 
parallélépipède, la roue, le levier et le poids V. 

3" Calculer le travail accompli par les forces, sans oublier le 
frottement, quand le levier, parti sans vitesse de ^inclinaison %, 
a acquis l'inclinaison 3. 

4° Écrire l'équation des forces vives. 

S" On suppose la corde assez longue pour qu'elle puisse s'en- 
rouler librement sur la roue. Dire, d'après l'équation précédente, 
si, pour une certaine valeur de 6, l'enroulement prendra fin. Que 
devient alors le mouvement du système ? 
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1* Pour que le système soit en repos, le fil étant tendu, il faut 
et il suffit que le parallélépipède d'une part, la roue et le levier 
d'autre part, soient séparément en équilibre. 

P' 



Équilibre du parallélépipède. — Sous l'action de la tension T' 
du fil, il se développe au contact du solide et du plan horizontal 
des réactions qui sont obliques à cause du frottement; ces réac- 
tions se composent en une seule Q, qui, par raison de symétrie, 
est située dans le plan de la figure. Décomposons Q en deux 
autres, l'une Q* horizontale, l'autre verticale Q'. 

Si nous supposons que la base d'appui du parallélépipède est 
assez grande pour qu'il ne puisse pas basculer, l'équilibre exis- 
tera quand on aura 

r = Q', 0" - P ; 

mais Q'-^/Q" ou <ï<fP; 

il viendra donc 

(i) T<fV. 

Équilibre de la roue et du levier. — Le bras du levier étant 
supposé de poids négligeable, les forces qui agissent sur ce sys- 
tème sont le poids V et la tension T = T du fil qui s'exerce 
au point de contact C. Pour que ces deux forces tiennent la roue 
en repos, il faut et il suffit que la somme de leurs moments par 
rapport au point lîxe A soit nulle ; nous aurons donc 

Tr = F/ cos e, 
T étant le rayon de la roue, et il viendra en vertu de (1) 

VI 

— cos 9 < /■? , 

d'où 

{2) cos6<^. 



fPr 
Or, supposons -^r- > 1 ; dans ce cas, l'inégalité précé- 
dente sera toujours vérifiée et le système restera en repos pour 



fPr 
en appelant * le plus petit arc positif qui a pour cosinus —j- » 

l'inégalité (2) délimitera l'arc comme il suit : 

«<a<-J oubien — a>e> — -^. 

En résumé, le système sera en équilibre 
quand le levier AB sera situé dans l'un 
des angles EAi, E'kx'. 

2° Soit, à l'instant (, w la vitesse angu- 
laire de la roue; la vitesse de translation 
du parallélépipède sera égale à celle d'un 
point de la circonférence de la roue, c'est- 
à-dire à ru; la vitesse du point B sera du, 
et nous aurons : 
Force vive de la roue et du bras de levier = lu', 

— du poids P" = — /'w', 

9 
P 

— du parallélépipède = — r*u)'. 

Par conséquent, si nous représentons par 2S la force vive du 
système, nous aurons 

\ 9 9 / 

3° Les seules forces qui produisent du travail sont la force de 
frottement et le poids P'. 
Nous avons d'ailleurs : 

Travail dû à la force de frottement = — fPr{% — 6), 
— au poids F = F/(sinei, — sine); 

et le travail total a pour expression 

o(0) = - /'Pr(eo - 0) -h P'/(sin % ~- sin e) . 
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4» L'équation des forces vives s'écrira donc 

fl^—r* + —p\^ = F/(sin 6, _ sin 6) _ fPr{% - 6) . 

5® Le mouvement du système est caractérisé par la variation 
de to ou de to*, ou plus simplement encore par la variation de 
la fonction continue ©(6). 

Or, nous avons 

cp'(9) = — F/ COS 6 -h f^r = — F/(C0S 6 — cos a) ; 
et nous pourrons dresser le tableau suivant : 



6 


m 


cp(O) 


e» 


i 


\ 

\ -1- 


déc. 




cr. ^ 


— a 





cp( — a) Max. 




4- 




déc. y^ 


-(it + e.) 


4- 


— )^ 



r f 



Nous voyons ainsi à Tinspection des variations de <p(6), que w , 

qui part de zéro, croît jus- 
qu'à un maximum qui se 
produit pour 6 = ■— a , 
puis décroît et s'annule 
pour 6 compris entre — a 
et — (tt-^Go). Le levier 
s'arrêtera donc et ne pourra 
atteindre jusqu'à la posi- 
tion AB' symétrique de AB. 

Supposons ?f— 5J<0, 

le levier s'arrêtera dans 
l'angle E'ka/ et il n'y aura pas de mouvement ultérieur. 





X 


/ 




^ 


f^ 


V ^ 


a?' 


V 



Si nous avons, au contraire, çl — -^ J > 0, le levier s'arrê- 
tera à gauche de Kx' et le mouvement ultérieur sera pendu- 
laire. 



363. Un disque circulaire peut rouler, mats rouler seulement et 
non glisser, sur une droite horizontale xy. Une lige AB, homo- 
gène, Égale en longueur au diamètre du disque, repose par son 
extrémité A sur la droite xy et s'appuie tangentiellement sur le 
disque. 

Entre quelle» limites doit être comprise l'inclinaison ^ delà 
tige AB sur la droite xy pour que le système de la tige et du 
disque soit en équilibre ? On suppose essentiellement que le glisse- 
ment delà tige AB sur lu disque implique un frottement, ainsi 
que le glissement du point A sur la droite xy. On supposera 
égaux les coefficients de ces deux frottements et on représentera 
leur valeur commune par tg<=, f désignant un angle moindre 
que 45". 

Montrer que Céquilibre deviendrait impossible, eu égard aux 
dimensionsde ta tige, si le coefficient de frottement était moindre-. 



que- 



1 



équilibre du disque. - 



Le disque est soumis k son poids et 
à l'action de la barre en M. 

Comme son poids passe par 
le point decontact 1, il faudra, 
pour qu'il soit en équilibre, 
que l'action de la barre en H 
passe aussi par I. 

Equilibre de la barre. — 
Les forces en action sur la 
barre AB sont : son poids P 
appliqué au milieu G, la réaction du disque, dont la droite d'ac- 
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tion est MI, comme nous venons de le voir dans Tétude du 
disque, et la réaction de xy sur l'extrémité A. 

Par conséquent, si Ton décompose le poids P de la barre sui- 
vant HM et HA, on obtiendra deux composantes qui, pour 
rëquilibre, devront être détruites par les réactions du disque 
et de la droite xy. 

Or, pour qu'il en soit ainsi, il faut et il suffit, d'après la théo- 
rie du frottement, que les angles 

HMN = 4' HAD=a, 

soient inférieurs ou égaux à l'angle commun « du frottement. 
Nous aurons donc 

e 

(4) -2 < ?» 

(2) a < Ç. 

• Je dis que l'inégalité (1) entraîne l'inégalité (2). En effet, 
nous avons visiblement 

AK = KB', 

d'où AK < Kl, 



ou bien 



c'est-à-dire 



HK.tga<HK tg j. 



6 



Ceci posé, il reste l'unique condition 

e 

2<cp, 
d'où 

e< 2cp. 

Quand ô deviendra égal à 2cp, la barre sera sur le point de 
glisser sur le disque. 

Enfin, la barre étant assujettie- à reposer tangentiellement sur 
le disque, il résulte pour 6 une limite inférieure. 



'iT: 



Plaçons-DOua dans le cas limite où la barre est tangente en 
son extrémité B ; nous avons 



!,8ÀÏ = 




CXî = 



et l'angle -^ doit être supé- 



rieur à ÔAl. 
En résumé, l'angle & est délimité comme il suit : 



2 arc tg -^ < e . 

Pour que cette double inégalité soit 
l'on doit avoir 

2arclg-|-<a 

d'oîi 

1 



nous voyons que 



.:a 
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